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A matematikatanitds modszertananak egyik sokat vitatott teriilete a matematikai bizo-
nyitasok tanitdsa. A bizonyitasok jorészt hangsulytalanul vannak jelen a matematikata-
nitasban; az érettségin egy-két tételt ,.le kell vezetni”. Sziikség van-e egyaltalan a bizo-
nyitasokra, vagy csak valami nemes hagyomany okén kapnak helyet a matematika tan-
tervekben? Tapasztalatok szerint a tanulok nem kedvelik a bizonyitasokat. Az okok ko-
z06tt szerepelhet az, hogy — Lakatos (1976/1981) szerint — ,.tekintélyelvii deduktivista
stilus” uralja a tankdnyveket és az iskolai oktatast. Egy masik lehetséges ok az életkori
jellemzok, a tanuldk értelmi fejlodése altal szabott lehetdségek és korlatok figyelmen ki-
viil hagyésa.

Véleményliink szerint a bizonyitasoknak az ugynevezett bizonyitasi képesség fej-
lesztésének szolgalataban kell allniuk. A bizonyitdsi képesség meghatirozasara tobb
megkozelitésmod is kinalkozik: Definialhatjuk ,.egyszertibb” — valamelyik klasszikus
képesség-nevezéktanban leirt — képességek ereddjeként. Egy masik lehetdség az ugyne-
vezett természetes logikai megkozelitésmdd, amely szerint a bizonyitdsokban felhasznalt
kovetkeztetési szabalyokbdl indulunk ki. Mi egy harmadik utat valasztunk: A bizonyita-
sok strukturaja 6nmagaban alkalmas keretet nyujt a tapasztalati szinten vizsgal6dé kutatd
szamara. Ez a struktira harom valtozéval jellemezhetd: (1) a bizonyitandé allitas, (2) a
bizonyitas sordn felhasznalt axiomak és korabban mar bizonyitott allitasok, és (3) a bi-
zonyitas soran hasznalt kovetkeztetési szabalyok. Valamely allitas igazsagértéke igazo-
lasanak képességét nevezhetjiik bizonyitasi képességnek; fiiggetleniil attdl, hogy milyen
allitast kell igazolni, milyen mas allitdsokat és kovetkeztetési szabalyokat hasznalunk fel.

A tanulmény célja az, hogy az iskolai matematikai bizonyitasokkal kapcsolatos el-
méleti alapvetések és empirikus eredmények attekintésével kozelitsiink a bizonyitasi ké-
pességhez; ahhoz a képességhez, amely lehetdvé teszi, hogy bizonyitasokat adjunk adott
problémara — legyen az matematikai vagy az élet barmely mas teriiletérdl valo.

Képesség-jellegii tudas és az iskola

A pedagdgian beliil tobbszor is hangsulyeltolddas volt megfigyelhetd abban a kérdés-
ben, hogy vajon az ember altal megtanult informacidk lényegesebbek-e, vagy az infor-
maciok miikdodésbe hozésat, alkalmazasat lehetdvé tevd programok. Csapo (1992) kife-
jezésével élve, a tudas ismeret- és képesség-jellegii komponenseinek mesterséges szem-

3



Csikos Csaba

beallitasarol van szo. Pedagogiai szempontbol igen jelentds kérdés, hogy a tanitas-tanu-
las kiilonbozé szakaszaiban (ide értve a tantervkészitést és a pedagogiai értékelést is)
melyik komponensre kertil a hangsuly.

Szamos kutatas vizsgalta, hogy milyen jellegl kiilonbségek vannak egy adott szakma
vagy specialis teriilet legkivalobb miveldi (experts) és a kezddk (novices) kozott. A
legjobb sakkozo sem ismeri jobban a sakkjaték szabalyait, mint egy ligyes kezdd, de a
memoriaban jelen 1évd sok tizezernyi sakk-allas (pontosabban, Simon (1982) kifejezését
hasznalva: a feltételes cselekvésekbdl allo dsszetétel-rendszerekkel egyenértékil tobb tiz-
ezer struktura) lehetévé teszi a gondolkodasi id6 roviditését, a ,,lényeglatast”. Cauzinille-
Marmeéche és Didierjean (1998) — kisérletiikben sakkproblémakat alkalmazva — meg-
mutattak, hogy a problémamegoldas altalanos alapelveinek ismerete nemcsak problémak
nagyobb csoportjaban teszi lehetdvé az eredményes megoldast, hanem a memorizalasban
is Oriasi elonyt jelent.

Nyilvanvald, hogy minden szakma eredményes miiveléséhez nélkiilozhetetlen egy
specialis ismerethalmaz. Az is vitathatatlan azonban, hogy a tudas megszerzéséhez, mii-
kodtetéséhez, valamint jelentds gyarapitasahoz képesség-jellegli tudaselemek mikodésé-
re van sziikség.

Nem lehet a kdzoktatas feladata specialis szakmai ismeretek kozvetitése, és az iskolai
tananyag ismeret-jellegli része a tanulok tobbsége szamara nem kozvetleniil felhasznal-
hato a késébbi munkaja soran. Ebbol konnyen arra a leegyszeriisité kdvetkeztetésre lehet
jutni, hogy barmilyen, a tanulok életkori sajatossagait figyelembe vevé ismeretanyag al-
kalmas a képesség-jellegli tudas megszerzésének eldsegitésére. Valdjaban azonban je-
lentés kutatasi feladat annak megallapitasa, hogy milyen tartalmak, milyen ismeretek a
legalkalmasabbak a képességek fejlesztésére, és milyen ismeretelemek hianya neheziti
meg mas ismeretek megtanulasat vagy képesség-jellegii tudaselemek elsajatitasat.

Gondoljunk arra, hogy a ma altalanos iskolas didkok egy-két évtized mulva keriilhet-
nek majd vezetd pozicidba a gazdasagi, tudomanyos vagy politikai életben. Ma szinte
semmit sem tudunk arrdl, hogy milyen ismeretekre lesz sziikség akkor a hatékony mun-
kahoz. Azonban, az igazat megvallva, azt sem tudhatjuk ma, hogy milyen képességekre
lesz sziikség a jovO szazad kozepe felé. Ezen a téren talan nem varhatok olyan jelentds
valtozasok, mint az ismeretekkel kapcsolatban, de abban biztosak lehetiink, hogy a tudas
fontos eleme lesz a tudas megszerzésének képessége; annak tudasa, hogy mit tudunk és
mit nem; és amit tudunk, az hogyan kapcsolddik mas ismereteinkhez, képességeinkhez.

Matematikai bizonyitasok és a tanterv

A Nemzeti Alaptanterv (1995) Matematika miiveltségi teriiletének altalanos fejlesz-
tési kovetelményei kozott talaljuk a kdvetkezbket:

— Deduktiv kovetkeztetések, néhany 1épéses bizonyitasok;

— Sejtések, szabalyszerliségek megfogalmazasa;

— A definiciok és tételek megkiilonboztetése, feladatokban vald alkalmazasa (NAT,

72.0.).

A részletes kovetelményeket attekintve érdekes valtozasra bukkanunk az 1978-as al-

talanos iskolai tantervhez képest. A Pitagorasz-tétel megforditasa akkor a 7. osztaly
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anyagaban ¢és kovetelményei kozott szerepelt, a NAT alapjan a ,,tétel és megforditasa” —
a gondolkodasi mddszerek részteriileten beliil — a 10. évfolyam végének kdvetelményei
kozé tartozik. A valtozas annak kdszonhetd, hogy a NAT készitése soran sok szaz tanar
véleményét és tapasztalatat is figyelembe vették. Ugy gondoljuk, tovabbi kutatisokkal —
a tanulok gondolkodasanak még pontosabb megismerésével — hasonlo problémak esetén
empirikusan megalapozott valaszokat tudunk majd adni.

A matematika tananyag meghatarozasanak csupan egyik forrasa a szakmodszertan, a
pedagogiai-pszichologiai tapasztalatok. Masrészrél — mint minden tantargy esetén,
amely valamely tudomanyag iskolai reprezentansanak tekintheté — figyelembe kell venni
az adott szaktudomany alldspontjat is. Az Gtvenes-hatvanas években kibontakozé ,,Uj
Matematika” mozgalom a matematika pontosabb tiikr6z6dését kivanta elérni a formalis
logika és a preciz, formalis bizonyitasok hangstlyozasaval (Hanna, 1995). Hanna
(1989) véleménye szerint az ennek hatdsara megvaltozott iskolai targyalasmodbol ko-
vetkezik, hogy sokan ugy vélik, a teljes szigor a matematikai gyakorlat 1ényege. Az is-
kolaban a matematikai eredmények — ugyantuigy, mint a matematikusok szamara publi-
kalt eredmények — tételek és bizonyitasok formajaban jelennek meg.

Az 1989-ben kiadott amerikai Curriculum and Evaluation Standards for School
Mathematics (Tantervi és értékelési standardok az iskolai matematika szamara) az
autoriter oktatasi stilus ellenpontozasaként hangsulyozza (1d. Edwards, 1997), hogy a
matematikai gondolkodas nem korlatozodik a formalis bizonyitasokra, és a matematikai
gondolkodas elsajatitdsa minden matematikat tanuld szamara megfelel cél.

Mit jelent a bizonyitas a matematika tudomanyéaban és mit jelent az iskolaban?

A matematikai bizonyitasfogalom hosszl torténeti fejlédés soran alakult ki (Kleiner
és Movshovitz-Hadar 1997; Hanna és Jahnke, 1993; Hanna 1996; Wilder, 1944). Tarski
(1990) szerint ,,a XIX. szazad utolsé éveiig... a bizonyitas olyan szellemi tevékenység-
nek szamitott, amelynek célja meggy6zni dnmagunkat és masokat egy mondat igazsaga-
rol” (380. 0.). A XIX. és kiilonosen a XX. szazad soran a bizonyitdsok formalizalasaval
azt igyekeztek elérni, hogy egy allitas igazsaga csak az axiomaktol és a kovetkeztetési
szabaly(ok) josagatol fiiggjon, és ne a bizonyitasi folyamatt6l. Ez a megingathatatlannak
vélt alapelv azonban sok iranybdl veszélyeztetve van. Nem elsésorban a Szdsz (1972)
altal matematikai vadhajtasnak nevezett intuitiv matematikara gondolunk, amelyben az
arisztotelészi kétértéki logika elemi szabalyai sem érvényesiilnek, hanem a szamitogé-
pes bizonyitasokra, az ugynevezett holografikus bizonyitasokra és az experimentalis
matematikara (Hanna, 1995, 1996; Hersh, 1993; Markel, 1994).

A szigoru értelemben vett matematikai bizonyitasfogalomban axiomak, kovetkezte-
tési szabalyok halmazai szerepelnek, és véges sok 1épésben kell eljutni ezek segitségével
a bizonyitando allitashoz. Ilyen formaban leirt bizonyitasokkal nagyon ritkan lehet talal-
kozni. Ennek egyik oka, hogy ezek rendkiviil terjedelmesek. Egy masik fontos tényezo,
hogy a bizonyitasok szerepe nem kizardlag az, hogy az allitas igazsagat bizonyitsak, ha-
nem az, hogy a fogalmak, korabban ismert tételek kapcsolatait megvilagitsak, a megér-
tést eldsegitsék.
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A matematika egyik mérfoldkovének tekinthetd a négyszin-probléma szamitogépes
bizonyitasa. (Régota ismert volt a sejtés, hogy barmilyen szokvanyos térkép kiszinezhetd
legfeljebb négy szinnel ugy, hogy a szomszédos ,,orszagok” teriilete eltérd szinii legyen.)
A problémat szamitogép segitségével oldottak meg, tisztan formalisan; sokak ellenér-
zését kivaltva ezzel. Halmos (idézi Hersh, 1993) szerint ez nem jo bizonyitas, mert nem
lattatja, hogy miért igaz a tétel. A jo bizonyitas megfelel fogalmakat hasznalva nem le-
het talsagosan hosszi. Halmos véleménye szerint: ,,Ugy gondolom, 100 év miilva a
négyszin-tétel elsééves hallgatok gyakorlo feladatava valik, amely a megfelelé fogalmak
felhasznalasaval néhany oldalon bizonyithato lesz.” (393. o.)

Thurston (1995) is amellett érvel, hogy az emberek ,,nem valaszok valamiféle gyij-
teményét akarjak — amit akarnak, az a megértés” (29. o.). Otte (1994) szerint a bizonyi-
tasnak nem elég bizonyitani, az is elvaras, hogy altalanositson, fejlessze az intuiciot és az
elme szamara 1j teriileteket hoditson meg.

A matematika tudomanyanak bizonyitasfogalma nem tiikrozi azt, hogy milyen pszi-
chikus folyamatok jatszodnak le egy 0j tétel felfedezése és bizonyitasa soran. Matemati-
kusok (pl. Newton, Hélder, Poincaré, van der Waerden) onreflexioi, visszaemlékezései
alapjan azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a tényleges gondolkodasi folyamatok
alapvetden kiilonboznek attol, amit a végsd, formalis bizonyitas tikroz (1d. Dreyfus és
Eisenberg, 1996; Hanna és Jahnke, 1993). Addodik a kovetkeztetés: ha a matematikus
nem olyan moédon jut el egy tételhez, ahogyan a bizonyitas folépiil, akkor az iskolaban is
vilagossa kell tenni, hogy a bizonyitas 1épései nem a felfedezés 1épéseit jelentik.

Tobben is hangstlyozzak azt a funkcionalis kiilonbséget, amely a matematikusok bi-
zonyitasai €s az osztalytermi bizonyitasok kozott fennall. Az elsé esetben a meggydzés
funkcidja domborodik ki, ellentétben az osztalytermi bizonyitasok magyarazo szerepével
(Hersh, 1993; Chazan, 1993).

Az osztalytermi magyarazé funkcio a megértést eldsegitd, a ,,Miért?” kérdésre va-
laszt ad6 szerepet jelol. Battista és Clements (1995) véleménye szerint ,,A formalis bizo-
nyitas csak olyan mértékben megfeleld, amilyen mértékben a tanulok hasznalni képesek
azt arra, hogy gondolatokat jelentéssel bir6 mddon (meaningfully) igazoljanak vele”
(51. 0.). Sokak véleménye szerint valéjaban a matematikatudomanyi bizonyitasok is ak-
kor jok, ha nem csupan az allitas igazsagat mutatjadk meg, hanem valaszt adnak arra a
kérdésre is, hogy miért igaz a tétel. Hanna (1995) ezért Gigy véli, hogy a bizonyitasok is-
kolai hasznalata valdjaban anti-autoritarius.

Fontos kutatasi feladat annak vizsgalata is, hogy a tanulok hogyan gondolkodnak a
matematikai bizonyitasokrél. Hoyles (1997) csaknem 2500 tanuld véleményét gyiijtotte
Ossze arrol, hogy mit jelent szamukra a matematikai bizonyitas. Az egyik tipikus valasz
a kovetkezd volt: ,,Minden, amit a bizonyitasr6l tudok, az az, hogy amikor megtalalod a
valaszt, akkor kell valami bizonyiték, ami azt timogatja, és ez a bizonyitas. Bizonyitani
kell, hogy egy egyenlet mindig mitkodik.” (11. 0.) Hoyles szerint a tanulok valaszai a
tantervi felépitést tiikrozik vissza; csak a matematikai tevékenység egy tipusa esetén
szilikséges a bizonyitas.

A tanuldk bizonyitasokrol alkotott felfogasat Chazan (1993) egy geometriai oktato-
szoftver (Geometric Supposer) hasznalatan keresztiil vizsgalta. A késébbiekben kitériink
majd a bizonyitasok tanitasaval kapcsolatos alapelvekre; most azt emeljiik ki, hogy a ta-
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narok kiilondsen nehéznek tartjak az induktiv, felfedeztetd munka és a deduktiv bizo-
nyitasok Osszekapcsolasat, integralasat. Chazan szerint az empirikus, verifikalo érvelés
¢és a deduktiv bizonyitasok egymas mellé helyezése okozhatja, hogy a tanulok mindkét
érvelési forma értékét és fontossagat megkérddjelezik. A vizsgalat eredményei szerint
sok tanul6 a nyilvanvalova tételt matematikai bizonyitasnak tekinti, mig masok (ellenke-
z6leg) a deduktiv bizonyitasokat sem tartjak elegendének a nyilvanvalova tételhez.
Mindkét esetben megfigyelhetd a szkepticizmus, miszerint a deduktiv bizonyitasok nem
védenek a kivételek, az ellenpéldak ellen. Chazan szerint a tanulok matematikai bizo-
nyitasokrol kialakult képe — az oktatassal szembeni rezisztencia tekintetében — a termé-
szettudomanyos tévképzetekhez hasonlit.

A leendd tanarok bizonyitassal kapcsolatos koncepcioit kutatva Martin és Harel
(1989) azt talalta, hogy tobb, mint 50%-uk matematikailag korrektnek ismeri el az in-
duktiv bizonyitasokat, és az elfogadottsag mértéke nem fiiggott a tartalom ismertségétol.
Véleményiik szerint a bizonyitasokrol kialakult kép a matematikatanar altal kdzvetitett
képnek felel meg. Karteszi (1972. 59. 0.) a jelenséget a ,,tanarrdl tanarra szallo hagyo-
manyok kritika nélkiili atvétele” kifejezéssel illeti. Martin és Harel ezenkiviil kiemelik a
bizonyitasokrodl kialakult kép ,,ritualisztikus” vonasat, amely feltehetleg a formalista ta-
nitasmod gyiimolcse.

Almeida (1995) bizonyitasokkal kapcsolatos allitasokat 6tfokozati skalan (2=erGsen
egyetért, 1=egyetért, O=nincs véleménye, —1=nem ért egyet, —2= erdsen nem ért egyet)
értékeltetett matematika szakos hallgatokkal. A kutato altal feltételezett ,,idealis valasz-
hoz” képest helyenként igen nagy eltérések mutatkoztak. ,,A bizonyitasok néha kétes ér-
vényességl triikkkoket tartalmaznak™ allitasra példaul az idealis —2 érték helyett 0,1-es
atlag jott ki.

Az iskolai matematikai bizonyitasok haszna

Ideje feltenni a kérdést: Mi az iskolai matematikai bizonyitasok haszna? A képesség-
jellegli tudasnal altalanossagban elmondottakon tal azt allitjuk, hogy a bizonyitasok a
NAT-ban (1d. 70. o.) kdvetelményként megfogalmazott rugalmas, fegyelmezett gondol-
kodasra nevelés kivald eszkozei. A ,,rugalmas” és ,,fegyelmezett” kozotti latszolagos el-
lentmondas ugy oldhaté f61, hogy a rugalmas gondolkodas Dreyfus és Eisenberg (1996)
szerint a nagy matematikai felfedezésekhez mindig nélkiilozhetetlen volt. Ha valami
nem megy az egyik moédon, meg kell probalni masképp. Fegyelmezett gondolkodas
sziikséges ugyanakkor a matematikai fogalmak megértéséhez és megtanulasahoz. Moore
(1994) szerint a bizonyitasokban eléforduld hibak legnagyobbrészt a fogalmak hianyos
ismeretére, meg nem értettségére vezethetdk vissza.

Movshovitz-Hadar (1988) szerint minden iskolai matematikai bizonyitas a tanuldk
szamara a meglepetések forrasa lehet. Szerinte nem hiba, ha egy tételt ugy fogalmazunk
meg (akar kérdés formajaban), hogy a bizonyitas meglepetést okozzon. (Példaul: ,,Mek-
kora lehet maximalisan egy haromszog bels6é szogeinek Osszege?”) Kiemeli (Movsho-
vitz-Hadar és Hadass, 1990) a helytelen bizonyitasokbdl szarmazo latszolagos matema-
tikai paradoxonok szerepét — legalabbis a fels6foki matematika-oktatasban.
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Polya (1957) szerint a bizonyitasok mnemotechnikai eszkdzt is jelentenek, azaz
konnyebb az egyes fogalmak, ismeret-jellegli tudaselemek megtanulasa, ha azok — vala-
mely bizonyitason belill — egymashoz kapcsolédnak, mivel a tobbrétl, gazdag kapcsolo-
dasi lehetdségek gyorsitjak a gondolkodast €s konnyebbé teszik a felidézést.

Hangsulyozzuk, hogy nem a bizonyitasok memoriterré degradalasarél van szo, ha-
nem arrol a tobbszor megerdsitett kognitiv pszichologiai tényrél, hogy a memorizalas si-
keressége nem egyszeriien az ingernek kitettség és a figyelem idejétdl (ezért nem is az
akarattol) fiigg, hanem sok mas tényezo6tdl — kozte a megjegyzendd dolgok asszocialtsa-
gatol, szemantikai kapcsolataitol — is (1d. példaul Parkin, 1993).

Melyik matematikai teriilethez kothetok az iskolai bizonyitasok?

A matematikaval foglalkozok — talan kulturtorténeti okokbol is — elsdsorban a geo-
metriat tartjak alkalmas terepnek a bizonyitasokkal valo ismerkedéshez. Polya (1957)
szerint: ,,Ha a didk nem ismerkedett meg némelyik specialis geometriai tétellel, nem
mulasztott sokat; lehetséges, hogy ezekre a dolgokra késébb, az életben kevés sziiksége
lesz. De ha nem ismerkedett meg geometriai bizonyitasokkal, akkor az igazi evidencia
legjobb és legegyszer(ibb példait mulasztotta el, és elszalasztotta a legjobb lehetdséget
arra, hogy megragadja a szigoru okoskodas Iényegét. Ha a kozoktatas céljai kozeé tarto-
zik, hogy a diak elsajatitsa a szemléletes evidencia ¢és a logikus gondolkodas l1ényegét,
akkor ezt nem teheti meg a geometriai bizonyitasok segitsége nélkiil.” (164—166. o.)

A geometria tanitasaval kapcsolatban szélsdséges vélemények fogalmazodtak meg az
elmult évtizedekben™ ,,Euclid must go!” — ,,Euclid may stay.” (Euklidesznek mennie kell
— Euklidesz maradhat). Magyarorszagon talan senki nem vitatja, hogy az iskolaban euk-
lideszi geometriat kell tanitani. Erdemi vitdra alkalmasabbak az olyan kérdések, hogy
meddig menjiink vissza az alapokig az axiomatizalasban, hogyan lehet az elemi geomet-
riai bizonyitasokat a tananyag szerves részévé tenni (elkeriilve, hogy ,,ma tételeket bizo-
nyitunk...”).

Tobben is féltik attol a geometriat, hogy a bizonyitasok szolgaloleanyava valik, és
hattérbe szorul a térbeli gondolkodas, €és mas, a geometriaval szintén asszocialhato ké-
pességteriiletek (példaul a rajzkészség, a valos vilag modellezése, esztétikai érzék) fej-
lesztése (Hoffer, 1981; Sherard, 1981).

Markel (1994) szerint a bizonyitasok megismertetésére, gyakoroltatasara igen alkal-
mas terep a szamelmélet. Egyszeri paritasos, oszthatosagi allitasok segitségével a bizo-
nyitasok szerepe, struktiraja jol bemutathatd. Ambrus (1993) az aritmetikai problémakat
tartja az indirekt bizonyitasok explicit bevezetésére alkalmas terepnek. Ami ebben az
esetben hianyzik, az a geometria axiomakra alapozott felépitése. Mivel azonban az
axiomakra visszavezetés — kiilondsen a szemlélet, a tablai rajz alapjan nyilvanvalo téte-
leknél — sokszor sziikségtelen lehet, a szamelméletet a maga implicit axiomaival igen al-
kalmasnak tarthatjuk a bizonyitasok gyakorlasara.

! Diendonné (1961) idézi Robitaille és Ganden (1989)
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A geometria és a szamelmélet mellett a trigonometria és diszkrét matematika tiinik a
bizonyitasok tanitasa szamara legalkalmasabb teriiletnek (7hompson, 1991; Thompson és
Senk, 1993).

Bizonyitasfajtak

A matematikai bizonyitasok csoportositasa meglehetésen nehéz. Ismertek kiilonb6zo,
klasszikusnak tekinthet6 bizonyitasfajtak. Wilder (1944) — hangstlyozva, hogy csak vaz-
latos attekintésre vallalkozik — a kovetkezd tipusokat emliti: (1) matematikai (teljes) in-
dukcio, (2) példa, ellenpélda adasa, (3) reductio ad absurdum, (4) konstruktiv modsze-
rek, (5) nem mindenki altal elfogadott alapelvek, axiomak (kivalasztasi axioma, konti-
nuum-hipotézis, transzfinit indukcio).

Céljainknak egy olyan csoportositas felelne meg, amely a bizonyitasi folyamatban
szerepet jatszo gondolkodasi képességek alapjan csoportositana a bizonyitasokat. Azért
nehéz ilyen felosztast késziteni, mert a tanulok gondolkodasat csak kozvetett eszk6zok-
kel vizsgalhatjuk, és a feladatok megoldasa soran sziiletett eredményeket nemcsak a fel-
adat és a feladatmegoldas kontextusa hatarozza meg, hanem az elméleti keret is, amelybe
helyezve az eredményeket interpretaljuk. Ez utdbbi tényez6 kapcsan tériink ki most ro-
viden a kovetkeztetési szabalyok fel6li megkozelités lehetdségére, majd a kutatasok so-
ran hasznalt feladatok hatdsat tekintjiik at. Végiil ismertetjiik Harel és Sowder (1998)
rendszerét, amely specialisan a matematikai bizonyitasokat kategorizalja, és hierarchiat
allit fol az egyes tipusokra vonatkozoan.

Kovetkeztetési szabalyok fel6li megkozelités

A bizonyitasokat csoportosithatjuk aszerint, hogy a bizonyitas soran a pszichikum
milyen kovetkeztetési szabalyokat ,,hasznal”.

A ematikai bizonyitasfogalom egyetlen kovetkeztetési szabalyra, a modus
ponensre”¢épil. A matematikai bizonyitasok soran hasznalt mas szabalyok ugyanis visz-
szavezethet6k a modus ponensre. Ez a kdvetkeztetési szabaly az egyik legalapvet6bb, és
bizonyithatoan mar egészen kicsi gyermekek is hasznaljak a kdvetkeztetéses gondolko-
dasukban (1d. Braine, 1990).

Az emberi gondolkodas természetét vizsgalo kutatasok egyik iranyzata szerint (,.ter-
mészetes logikai” megkdzelitésmod) az emberi pszichikum mikddése bizonyos logikai
szabalyok segitségével leirhatd (Braine, 1978, 1990; Rips, 1983, 1994; Johnson-Laird és
Byrne, 1991). Létezik néhany szabaly, amely minden kiilon logikai stadium nélkil ki-
alakul, és szinte hibatlanul m{ikddik minden ember pszichikuméban. (A ,,pszichikuma-
ban” kifejezés hasznalataval nem kivanunk allast foglalni abban a kérdésben, hogy vajon
létezne]ﬁe szabalyok a fejliinkben vagy sem.) K6z6s az elméletekben, hogy a modus
tollenst™ nem tiintetik fel a ,természetes logikai” rendszer részeként. Szamos kutatas

2 ~Ha p, akkor q” és ,,p” allitasokbol ,,q”-ra kovetkeztethetiink.
3 ,.Ha p, akkor q” és ,,nem q” allitasokbol ,,nem p”-re kdvetkeztethetiink.
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alapjan azt mondhatjuk, hogy ez a szabaly valoban nem tartozik a kdnnyen alkalmazha-
tok kozé (1d. példaul Evans, 1982).

Szintén kozos jellemzdje a ,.természetes logikai” elméleteknek, hogy csak logikailag
valid (deduktiv) szabalyokkal foglalkoznak. Rips (1994) ezenkiviil torekedett arra is,
hogy rendszere logikai értelemben teljes legyen. A szabalyokat (valojaban szamitogép-
program eljarasait) két f6 csoportra osztja: elére iranyuld (forward) és hatra iranyulo
(backward) szabalyokra. Az utobbi tipusba tartozok esetén ismert az elérni (mondhatjuk
ugy: bizonyitani) kivant allitas, és azokat a feltételeket keressiik meg, amelyek esetében
az fennall.

Tagithatjuk a bizonyitas soran hasznalt szabalyok korét; Harsing (1981) felosztasa
szerint erds plauzibilis, gyenge plauzibilis, induktivﬁs valoszinlségi kovetkeztetésekkel.
Az erds plauzibilis kovetkeztetések (pl. a redukcio™szabaly) determinisztikus igazsaga-
ban csak kevesen kételkednek (1d. Evans, 1982).
kalmas a kovetkeztetési szabalyok feloli megkozelitésmod, mert a bizonyitasi tevékeny-
ség folyamata és annak végterméke gyakran nem allithatd egymassal parhuzamba. Nem
tudjuk, hogy vannak-e szabalyok a fejiinkben, avagy a kovetkeztetési szabalyok alkal-
mazasa szabaly-nélkiili (ruleless) gondolkodasi folyamatok végtermékének szavakba
ontését jelenti csupan. Az utdbbi allaspont képviseldinek nagyon erés érvei vannak: Is-
mert példaul, hogy kiilonboz6 tartalmu feladatok esetén modosul a szabaly-hasznalat. A
modus tollenst a tobbség jol hasznalja, ha ismerds, hétkoznapi dolgokrodl van szd, és igen
nehézz¢é valik a hasznalat akkor, ha elvont tartalmakon kell hasznalni. Piaget (idézi
Schliemann, 1998) ezért mondta mar csaknem harom évtizede, hogy ,.legjobb, ha a fia-
talt olyan teriileten teszteljiik, amely kdzel all szakmajahoz, érdekl6dési teriiletéhez”.

Feladattipus fel6li megkozelités

A bizonyitasfajtak rendszerezéséhez egy masik kiindulasi alap a bizonyitasi képessé-
get mérd feladatok rendszere. Ovatossagra int azonban, hogy az elmult harom évtized-
ben — Girotto és Light (1993) szavaival élve — a kognitiv fejlédés kutatasanak ,,mikrovi-
lagai” gyakran egyetlen ,paradigma feladatra” Osszpontositottak. Sok esetben megtor-
tént, hogy 6 évesek gyermekek kivaloan teljesitettek bizonyos feladatok megoldasaban;
mas feladatokban pedig a feln6ttek meglepden gyengén (Moshman, 1990). A lehetséges
magyarazatok keresése egyrészt a metalogikai, metadedukcios elméletek (Moshman,
1990; Johnson-Laird és Byrne, 1991) megsziiletéséhez vezetett, masrészt el6térbe keriilt
a kontextualis, a szocialis-kulturalis tényezéket hangsulyozo megkozelitésmod. Ahogy
tobbek kozott Saxe, Dawson, Fall és Howard (1996), valamint Butterworth (1993) ra-
mutatnak, a feladat megoldasa nagymértékben fligg a feladatmegoldasi szituacio, a kon-
textus értelmezésétdl. (Példaul: a tanar nem azért kérdez, mert nem tudja a valaszt.)

A feladat-jellemz6k koziil nagyon fontosnak tartjuk a feladat megfogalmazasat,
amely elsésorban a feladatot kitlizé szandékait, az altala vart megoldast tiikrozi. A bizo-
nyitando6 allitas igazsagértéke szerint két eset van; és két esetet kiilonithetiink el aszerint

4 Ha p, akkor q” és ,,q” allitasok alatamasztjak ,,p” igaz voltat.
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is, hogy a feladat szovege egyszerlien az allitas igazolasat kéri-e, vagy ,,igaz-¢” kifeje-
z¢st is tartalmaz. Ez utdbbi esetben a megoldd tobbletfeladata az allitas igazsagértéke
melletti allasfoglalas (1. tablazat).

1. tablazat. Példak az allitas igazsagértéke és a feladatkitiizés modja szerinti feladatti-

pusokra
felszolito kérdezo
igaz allitas »Bizonyitsd be, hogy nem minden ,lgaz-e, hogy nem minden
primszam péaratlan!” primszam paratlan?”
hamis allitas »lgazold, hogy minden ,lgaz-e, hogy minden
primszam paratlan!” primszam paratlan?”

Altalaban igaz allitas felsz6lito, hamis allitas pedig kérdezd tipusu feladatban szere-
pel. Ehhez a tanulok is hozzaszoknak, és kérdezd feladatnal legtobbszor cafolni igyekez-
nek az allitast, ezért igaz allitas szerepeltetése kérdezo feladatban félrevezetd lehet. Még
inkabb félrevezetének érezziik azt, ha hamis allitds felszolitdo feladatban szerepel.
Movshovitz-Hadar és Hadass (1990) ezzel ellentétben hasznosnak tartjak az ilyen fela-
datkitlizést is. Véleményiik szerint a matematikatanitas alapelvei kozott szerepel, hogy
,,a hibazas lehetéségének szabadsaga a matematikai tudas fejlesztésének alapjat képezi”,
és ,,a hibas bizonyitas alapjaul szolgalo helytelen logika megtalalasa a hirtelen felismerés
lehet6ségét nyujtja” (266. o.).

Nem-hierarchikus bizonyitds-kategorizalas lehetdsége

Ha a ,klasszikus” (példaul a Wilder (1944) altal emlitett) bizonyitasfajtakat a kovet-
keztetési szabalyok és a feladattipusok szerinti megkozelitésmod egyiittes figyelembevé-
telével igyeksziink kategorizalni, a kdvetkezékben bemutatando felosztashoz juthatunk.

A bizonyitasfajtak koziil az ,.ellenpélda adasa” azzal kiilonitheto el a tobbitdl, hogy
legtobbszor kérdezo tipusu, hamis allitast tartalmazo6 feladathoz kapesolodik. Az induk-
tiv-deduktiv dichotomia a bizonyitasfajtak elkiilonitésében annyit jelenthet, hogy a bizo-
nyitas tartalmaz-e plauzibilis, induktiv vagy valdsziniiségi kovetkeztetést, avagy nem.
Az induktiv bizonyitasokat a matematikaban hibas bizonyitasnak tartjuk. Bar sok mod-
szertani javaslat szl amellett, hogy az oktatas soran jarjuk be az induktiv utat, keressiink
analogiakat (1d. Pdlya, 1988; Saul, 1992), alighanem szigorinak kell lenniink annak
megitélésében, hogy magaban a matematikai bizonyitasban elfogadhatok-e induktiv 1é-
pések. A deduktiv bizonyitasokat direkt és indirekt bizonyitasokra osztjuk. Indirektnek
azt a bizonyitast nevezziik, amelyben — a bizonyitas legalabb egy pontjan — egy kovet-
keztetés feltételeként szerepel a bizonyitando allitas tagadasa.

11
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Az egyéb gyakran emlitett bizonyitasfajtak (verifikacio, falszifikacio, levezetés, tel-
jes indukcios stb.) vagy foloslegesen szaporitanak az osztalyozas szempontjait (verifika-
cio-falszifikacio dichotomia), vagy valamelyik eddig emlitett bizonyitasfajta alesetének
tekinthetdk; példaul a teljes indukcids bizonyitas a deduktiv direkt bizonyitasok kozé so-
rolhato. A bizonyitasfajtakat az 1. abran 0sszegezziik:

bizonyitas
ellenpélda adasa deduktiv induktiv
~ ~
direkt indirekt
1. abra

Bizonyitasfajtak a feladattipusok és tanuloi valaszok feloli
megkdzelités alapjan

A legnehezebb probléma a bizonyitaskategorizalasban az induktiv és deduktiv bizo-
nyitasok elkiilonitése. Ha ugyanis olyan kategoridkat szeretnénk kialakitani, amelyek
megfeleltethetk pszichikus folyamatokat, akkor azt is figyelembe kellene venni, hogy a
gondolkodd ember ,,induktivnak” vagy ,,deduktivnak” tartja-e bizonyitasat.

Leszogezziik, hogy osztalyozasunk — a bizonyitasi képesség szempontjabdl — nem
tartalmaz hierarchiat. Ugy véljiik, az ember a sajat maga altal alkotott bizonyitasok ko-
z6tt sem képes rangsort felallitani. Dontéseink meghozatalanal gyakran induktiv gondo-
latmenetekre tamaszkodunk, a ,kivétel erdsiti a szabalyt” hétkdznapi alapelv pedig ese-
tenként az ,.ellenpélda adasa” bizonyitasfajta értékét teszi kérdésessé. Erdemes megem-
liteni, hogy deduktiv bizonyitas is lehet matematikai értelemben hibas, példaul korben
forgd okoskodas esetén.

Bizonyitassemak Harel és Sowder (1998) szerint

Az iskolai matematikai bizonyitasok kategorizalasa legtobbszor arra az implicit fel-
tételezésre €pit, hogy a bizonyitasok valamilyen szempont vagy szempontrendszer sze-
rint rangsorba allithatok. Anglia és Wales Nemzeti Matematika Tantervében a bizonyita-
sok a matematika alkalmazasa témakorben kaptak helyet, és megadtak a tantervkészitok,
hogy milyen nehézségi szinthez milyen bizonyitasok tartoznak: A 3-as szint kdvetelmé-
nye az, hogy a tanulé megértse az altalanos allitast, és talaljon olyan példat, amely meg-
erdsiti azt. A legmagasabb (8-as) szinten a tanulonak sajat matematikai tevékenysége
nyoman kapott allitdsokat kell tudnia megvizsgalnia a logika eszkdzeivel, és ennek
eredményeképp tovabb kell tudnia Iépni az adott tevékenységben. Hoyles (1997) e tan-
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tervet biralva ramutat, hogy ,,most mar hivatalosan is igen nehezek a bizonyitasok és
csak a legratermettebbek szamara elérheték.” (9. o.)

A hierarchikus bizonyitas-kategorizalas hatterében ott van az a feltételezés, hogy aki
képes magasabb szintii bizonyitast adni, az képes alacsonyabb szintit is, forditva viszont
nem. A hierarchikus és nem-hierarchikus kategoria-rendszerek szembeallitasa tehat fel-
oldhato, és a probléma atvihet6 a bizonyitasok értékelésének tertiletére.

Harel és Sowder (1998) a PUPA (Proof Understanding, Production, and Apprecia-
tion) Project keretében masod-, harmad- és negyedéves hallgatok bizonyitasi sémait
vizsgalta valtozatos modszerekkel: tobbek kozott interjuk, egyéni és csoportos hazi fela-
datok, tesztek felhasznalasaval. Az igy megsziilet6 hierarchikus rendszernek egy egysze-
rlsitett valtozatat tekintjiik most at:

I. Az externalis, valamilyen kiilsé forrasra, és nem az allitasok kozotti 6sszefiiggé-
sekre alapozott bizonyitas-sémak. Ide tartozik az autoriter személyre hivatkozas, a ritua-
lis formakovetés €s az értelem nélkiili szimbolum-manipulacio.

II. Az empirikus bizonyitas-sémak koz¢é a perceptualis (példaul geometriai abrazolas
alapjan torténd) és a konkrét példakon alapulé induktiv bizonyitasok tartoznak.

ITI. A matematika altal kizarolagosan elismert bizonyitasok (az analitikus bizonyitas-
sémak) kozé tartoznak a transzformacios és az axiomatikus sémak. A transzformacios
bizonyitasok mar deduktiv bizonyitasok, amelyek soran a célnak éppen megfelelé gon-
dolkodasi miiveleteket hasznalunk. Harel és Sowder szerint a transzformacios bizonyita-
sok fontos eldzményt jelentenek az axiomatikus bizonyitasi sémak elsajatitasahoz.

A bizonyitasi képesség értékelése

Mit tegyiink az olyan (matematikai) bizonyitassal, amelyben a tanulé mindent leirt,
amit az Orai mintabizonyitisban a tanar a tablara f6lvitt, &m nem lehet tudni, hogy a ta-
nulé mit tekint kiinduld feltételnek, mit és milyen Iépésekben bizonyit? Az &sszpont-
szam hany szazaléka jar az ilyen bizonyitasra? Avagy megforditva: Ha az §sszpontszam
felét adjuk a bizonyitasra, akkor ez azt jelenti, hogy a ,,massza” fele megvan, vagy ez in-
kabb a sziikséges dedukciok felének meglétét jelzi?

Feltehetéen hasonld problémak inspiraltdk az USA-ban egy Gtfokozati értékelési
skala kidolgozasat a tanulok altal adott (geometriai) bizonyitasokra (Id. Senk, 1985;
Thompson és Senk, 1993):

0 — A tanuld nem ir semmit, leirja a feladatban megadott dolgokat, vagy érvénytelen
és haszontalan dedukciokat ir.

1 — A tanuld legalabb egy érvényes deduktiv kovetkeztetést ir, indoklassal.

2 — A tanuld bizonysagot tesz arrdl, hogy képes kovetkeztetések lancolatat hasz-
nalni, vagy ugy, hogy koriil-beliil a bizonyitas feléig eljut és megall, vagy ugy,
hogy kovetkeztetések sorozatat irja le, amely azonban az elsé 1épésekben elko-
vetett hiba miatt nem érvényes.

3 — A tanul6 olyan bizonyitast ir, amely logikailag helyes minden 1épésében, de hi-
bak fordulnak el6 a jel6lésben, a megszovegezésben vagy a tételek nevében.

4 — A tanuld jo bizonyitast ir, legfeljebb egy jelolésbeli hibaval.
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Hatranyt jelent, hogy a bizonyitasok a tapasztalatok szerint nem egyforma nehezek,
igy furcsa lenne, ha mindig 4 pont lenne a maximum. Egy reprezentativ mintas mérés
azonban segithet abban, hogy az egyes bizonyitando tételekhez nehézségi indexeket ren-
deljiink, és azzal szorozva stlyozzuk a feladatokat.

A Dbizonyitas egy bizonyitasi stratégia melletti allasfoglalast is jelent. Bettman,
Johnson és Payne (1990) szerint a dontési stratégia fligg — tobbek kdzott — a dontés josa-
ganak igazolhatosagatol (justifiability) és a stratégia alkalmazasahoz sziikséges szellemi
erdfeszitésektdl is. Ez utobbi tényez6 a kdltség/haszon elv megjelenését jelenti a gondol-
kodasban, és részben emiatt nem tudjuk, hogy a tesztelési helyzetben nyujtott teljesit-
mény milyen mértékben tekinthetd a gondolkodasi képesség indikatoranak.

A matematikaban az a jo bizonyitas, amely deduktiv, és helytall6 axiomakra, korab-
ban bizonyitott allitasokra tamaszkodik. Hétkdznapi bizonyitasokban ugyanakkor mindig
az adott szituaciotol fiigg, hogy hany 1épésre, milyen kovetkeztetési szabalyok és allita-
sok felhasznaldsara van sziikség. Igy a bizonyitas joséga attél fiigg, hogy elérte-e a cél-
jat: sikeriilt-e dnmagunk vagy mas(ok) szamara nyilvanvalova tenniink egy allitast. Va-
gyis a bizonyitasi képesség értékelése még nehezebb, ha a bizonyitas nem a matematika
teriiletérdl vald. Az altalanos értelemben vett bizonyitasi képesség értékelésekor a ma-
tematika szempontjaira épité bizonyitas-kategoriakat vehetjiik alapul: a bizonyitasok ér-
tékeléséhez végsd soron a matematika nyujthat timpontot. Ahhoz azonban, hogy mas te-
riiletek bizonyitasait a matematika szempontjai alapjan értékeljiink, olyan tesztelési kon-
textusra, tesztelési modszerre van sziikség, amellyel a tanulo altal adhato tébb lehetséges
bizonyitas kéziil azt hozzuk felszinre, amely a matematikai alapu kategorizdlas szerint a
legmagasabb szintii.

A bizonyitasi képesség fejlesztése

A bizonyitasi képességet tetszoleges allitasok igazsagértékének eldontésére valod ké-
pességként definialtuk. Kérdés, hogy van-e olyan altalanos jellemvonasa a bizonyitasok-
nak, amelyek a fejlesztés alapelveinek meghatarozasara felhasznalhatok. A bizonyitasok
a gondolkodasnak egy specialis formajat, mondhatni szintjét jelentik. ,,Bizonyosnak len-
ni valamiben és tudni azt, hogy miért vagyunk bizonyosak — ez két kiilonbozé dolog.” —
irta Skemp (1975) ma mar klasszikusnak szamit6 miivében. Az ¢ szohasznalataval élve
arr6l van sz6, hogy a bizonyitasok az intuitivvel szemben a reflektiv matematikai gon-
dolkodas szintjén vannak. Mas tudas-nevezéktanokat alapul véve is megtalaljuk annak a
gondolkodasi szintnek leirasat, amely a tudasrol vald tudast jelenti, legyen az akar a
Flavell-i (1987) metakognicio vagy a Nagy Jozsef (1996) altal hasznalt explicit gondol-
kodas kifejezés.

A matematikatanitds éppen a bizonyitasok altal rendelkezik azzal a lehetGséggel,
hogy a gondolkodas emlitett két szintjét a tantargy jellegéb6l fakadéan megjelenitse.
Ezért a matematikai bizonyitasok a bizonyitasi képesség fejlesztésének legkézenfekvobb
eszkozét jelenthetik. A matematikatanitas felkésziiltségét e feladat betoltésére az is jelzi,
hogy az iskoldban nem azt bizonyitjuk, ami a szaktudomany szempontjabodl ,theorema
egregium”-nak mindsiil, hanem azt, aminek bizonyitasa példaul a képességfejlesztés, a
matematika esztétikumanak bemutatasa céljabol fontos.
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A kovetkezdkben a matematikai bizonyitasok tanitasanak alapelveit tekintjiik at. Mit
kell bizonyitani és mit nem? Mi a hianyos bizonyitasok szerepe? Hogyan kothetd dssze a
matematikai tapasztalatok és a matematikai bizonyitasok szintje? Miért kiemelked6en
fontosak az indirekt bizonyitasok?

Eléggé bd azon matematikai tételek kore, amelyeket bizonyitas nélkiil tanithatunk az
iskolaban, és a bizonyitas hianya nem okoz problémat. A tanulok bizonyitas nélkiil is el-
hisznek, elfogadnak és alkalmaznak tételeket. (Elég az algebra alaptételére vagy a par-
huzamos szeldk tételének irracionalis esetére gondolni.) Sok esetben az allitas nyilvan-
valo, a szemlélet, a tapasztalat alapjan evidens. Kline (idézi Markel, 1994) kiilondsen 6v
attol, hogy a nyilvanval6 dolgokat olyan axiomakra tamaszkodva bizonyitsuk, amelyek
nem nyilvanvaloak. Ambrus (1993) elrettentd példaként emlit egy orosz nyelvii tankdny-
vet, amely az ,,Egy egyenes tetszéleges pontjaban az adott egyenesre egy merdleges al-
lithato” tételt tobb, mint fél oldalon bizonyitja.

Mivel az iskolai bizonyitas szerepe elsésorban a magyarazat, a matematikai fogalmak
kapcsolatainak megvilagitasa, esetenként sziikségtelenné valik teljes, preciz bizonyitast
adni. Polya (1957) szerint ,,A nem teljes bizonyitasok a maguk helyén izléssel alkalmaz-
va hasznosak lehetnek” (166. o0.). Kiilondsen igaz ez akkor, amikor egy tétel masodik
vagy harmadik bizonyitasa keriil el6 az 6ran. Tanulsagos, hogy Skovsmose (1994) kuta-
tasa szerint sok tanul6 ugy képzeli, hogy egy tételnek csak egy bizonyitasa lehet. Aligha
tévediink nagyot, ha azt mondjuk, hogy ezt sok magyar tanul6 is igy gondolja; feltehetd-
leg a tekintélyelvii, deduktivista bizonyitasok hatasara.

Kilpatrick (1d. Edwards, in press) ot szintet kiilonit el a tanuldi bizonyitas-tanulas so-
ran. Szerinte el9szor a kulcsszavakat €s a bizonyitas Gtletét kell memorizalni, és legvégiil
kialakul az a képesség, hogy a tanuld 0j szituacioban is képes bizonyitast konstrualni. Ez
az elképzelés a tradicionalis oktatasi helyzethez igazitott elmélet. Thurston (1995) a régi
elképzelések karikatirajaként emliti a DTP-modellt (definicio, tétel, bizonyitas szavak
angol megfelel6ibdl alkotott mozaiksz6). A mai modellek éppen forditott sorrendet té-
teleznek fel: elgszor meg kell adni a lehetséget a felfedezésre és absztrahalasra, és csak
legvégiil kell formalis nyelvet hasznalni a gondolatok kozléséhez. ,,A gyerek szamara ...
a matematika minden felépitése Uj, s az, hogy neki mi egyszerlibb vagy érthetdbb, nem
nagyon mérhetd azzal, hogy ...matematikai neveltetésiink optikajaval nézve mit latunk
egyszeriibbnek vagy érthetébbnek.” — olvashatd a Cser (1972, 308. o.) altal szerkesztett
modszertani kdnyvben.

A Hodgson és Morandi (1996) altal leirt harom fazis (felfedezés, magyarazat, forma-
ez azt jelenti, hogy a konvenciondlis tétel —bizonyitas —példak egymdsutanisag helyett
példak — bizonyitas —tétel a helyes sorrend az oktatas folyamataban és a tankonyvekben
is (Almeida, 1995).

Ezzel teljes 0sszhangban van Nagy Jozsef (1996) véleménye, aki szerint ,,a (tapasz-
talati) egyszer( bizonyito eljarasok rendszeres hasznalata az iskola valamennyi évfolya-
man lehetséges, ami szilardan megalapozhatja a bizonyitasi képességet, a bizonyitas igé-
nyét” (61. 0.). ,,A bizonyitasi igény magatol nem jon, ennek az igénynek a megjelenése
nevelés eredménye” (Sztoljar, 1970. 209. o.). A probléma kulcsa feltehetdleg a tapasz-
talati és a formalis szint kozotti hid képzésében van elrejtve. Mikor, ki és hogyan fogal-
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mazza meg az iskolaban a kérdést: De miért igaz ez? A formalis szintli bizonyitasok
iranti igény csak a tapasztalati szintre épitve alakithato ki. Egyet kell érteniink Nagy Jo-
zseffel (1996), aki szerint ,,szavak és explicit nyelvtani szabalyok alapjan nem lehet be-
sz¢€Ini, az implicit szabalyrendszer birtokdban viszont az explicit szabalyok ismerete
eredményesebbé teheti a nyelv hasznalatat.” (70. o.) Igaz ez az allitas a ,,matematika
nyelvére” is. A tapasztalati szint bejarasanak egy viszonylag gyors és korszer( utjat je-
lenthetik a szamitogépes oktatoprogramok. Edwards (1997) szerint a szamitogép segit-
ségével torténd ,teriilet-felderités” soran a tanuld — a matematikushoz hasonléan — intui-
tiv modon keres 0sszefliggéseket, sejtéseket fogalmaz meg €s teszteli azokat, igy készit-
ve eld a terepet a bizonyitasok szamara.

A témankhoz kot6do egyik ismert szoftver a Cabri nevii geometriai program, amely
az euklideszi sik megismeréséhez nyujt segitséget. Mariotti (1998) abbdl kiindulva, hogy
a geometriai szerkesztések problémaja jo talajt biztosit a bizonyitdsok tanulasdhoz, a
Cabri programot hasznalta kutatasdban. A tanuloknak a szoftver segitségével kellett
szerkesztési feladatot megoldani, majd igazolniuk a szerkesztés helyességét. A kisérlet
azt igazolta, hogy a tanév tartama alatt jelentds eldrelépés mutatkozott a szerkesztések
hatterét jelent6 tételek megértésében, de az is nyilvanvalova valt, hogy a szerkesztés he-
lyességének igazolasa spontan modon nem alakul 4t formalis matematikai bizonyitassa.

Blum ¢és Kirsch (1991) a szigort (rigorous) bizonyitasok szintjén beliil elkiilonitik
egymastol a formalis €s a preformalis bizonyitasokat. Ez utobbiak teljesen korrekt, de-
duktiv, &m nem formalizalt bizonyitasok. Mivel sok tanul6 szamara a bizonyitasok ritu-
alis kiilséségei nehezitik a megértést, a preformalis bizonyitasok igen hasznosak a mate-
matika tobb teriiletén is.

Konior (1993) arra mutat ra, hogy a tankdnyvi bizonyitasokban sziikség van a bizo-
nyitas szerkezetét kdvetd tagolasra. A tagolast biztositd eszkdzok lehetnek verbalisak (az
ugynevezett delimitatorok, mint példaul ,,el6sz6r megmutatjuk, hogy”, ,.ezzel igazoltuk a
... formulat”) és nem-verbalisak, amelyek jol kiegészithetik a verbalis tagolast keretek,
vonalak, térkozok hasznalataval.

A bizonyitasi képesség fejlesztése szempontjabol kitiintetett szerepe van az indirekt
bizonyitasoknak; legalabb harom okbol: (1) Markel (1994) szerint a fels6bb matematikai
bizonyitasok 75%-a indirekt, (2) ebbdl adodoan kiilonds jelentésége van az arisztotelészi
logika elfogadasanak. Egyes matematikusok szerint (intuitiv matematika) az allitas taga-
dasanak cafolata nem egyenértékii az eredeti allitassal. (3) Az el6z6ekbdl kovetkezben
kiemelt fontossagu feladat, hogy a tanulok elsajatitsak az indirekt bizonyitas technikajat;
képesek legyenek feltételként hasznalni egy allitas tagadasat abban az esetben is, ha va-
16jaban az adott allitas igazolasa a cél.

Inhelder és Piaget (1955/1984) a formalis miiveleti struktarak kialakulasat vizsgalva
azt talaltak, hogy serdiil6korig a tanulok nem voltak képesek olyan hipotézisbdl kiinduld
érvelésre, amely ellentmondott tapasztalataiknak. Ezzel teljesen Osszhangban Szdsz
(1972) azt javasolja, hogy az indirekt bizonyitast olyan példan keresztiil kell a tanulok
elé tarni, amikor nem tinik eleve lehetetlennek a bizonyitandé allitas tagadasa sem
(pl.A2 irracionalitasa). Az indirekt matematikai bizonyitasokkal kapcsolatos nehézsé-
gek a pedagogiai-pszicholdgiai kutatok eldtt régtdl ismertek. Williams (idézi Thompson,
1996) vizsgalata alapjan a 11. évfolyamos tanulok 60%-a nem képes hipotézisként olyan
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allitast folhasznalni, amelyet hamisnak vél. (Holott ezek a tanulok mar a Piaget-i forma-
lis miiveletek szintjén gondolkodnak — legalabbis szamukra ismerés, relevans témakorok
esetén.) Williams (idézi Thompson, 1996) szerint az indirekt bizonyitasok hasznalatanak
sziikséges feltétele a korben forgd okoskodas elkeriilése. Thompson (1996) ramutat,
hogy az indirekt bizonyitasokhoz a bizonyitasok természetének €s jelentésének altalanos
megértése mellett az is nélkiilozhetetlen, hogy a tanuloé képes legyen allitasok tagadasa-
nak megfogalmazasara. Ambrus (1993) kutatasa szerint az ELTE Radnéti Miklos Gya-
korléiskoldjanak vizsgalt tanuldi koziil csak igen kevesen voltak képesek logikai miive-
letekkel 6sszekapcesolt vagy kvantoros allitdsok tagadésara.

Ami a matematikai bizonyitasokkal kapcsolatban kovetelményként megfogalmazo-
dik (pl. definiciok és tételek kozotti kiilonbségtétel képessége), minden olyan tantargy
minden olyan témakdrére atvihetd, ahol bizonyitasok szerepelnek. Mas tantargyak ebbdl
a szempontbdl annyiban kiilonboznek a matematikatol, hogy az axiomarendszer gyakran
implicit moédon, szubjektiven, egyénenkénti eltéréseket mutatva létezik. Maga a bizo-
nyitasi tevékenység azonban lényegében ugyanaz.

Kaiser (1993) néhany fizikai probléma kontrapozicios és kontradikcios bizonyitasa-
val mutatja meg, hogy hogyan valhat egymast kdlcsondsen segitévé a matematikai és fi-
zikai gondolkodas.

A torténelem tantargy szintén alkalmas terepe a bizonyitasi képesség fejlesztésének.
A ,torténelemben nincsen ‘ha’ ” alapelv minddssze annyi korlatozast jelent, hogy direkt
bizonyitasokra kell szoritkozni. A Berndth (1978) altal szerkesztett modszertani konyv
szerint ,,A szovegfeldolgozast deduktiv megkozelitésii feladatok is szolgalhatjak.” A pél-
daként emlitett feladat igy szolt: ,,Bizonyitsuk be, hogy mar az 6sember is sikerrel véde-
kezett természeti ellenfeleivel!” (415. 0.) A feladat megoldasa valoban bizonyitast jelent:
adott allitas igazolasat mas allitasok, axiomak és kdvetkeztetési szabalyok felhasznalasa-
val.

Osszegzés

Tanulmanyunkban kisérletet tettiink arra, hogy az iskolai matematikai bizonyitasok-
bal kiindulva, az azokkal kapcsolatos elméleti modellek és empirikus eredmények vazla-
tos attekintésével vazoljuk a bizonyitasi képesség fejlesztésének egy lehetséges megkd-
zelitésmodjat.

A nemzetkdzi szakirodalom alapjan elénk taruld kép azt mutatja, hogy a matematika-
tudomany bizonyitas-koncepcidja tikkroz6dik az iskolai tantervekben, és azokon keresz-
til az iskolai oktatasban. A bizonyitasok iskolai jelenlétével, tanitasaval kapcsolatban
mérvadonak tekinthetd allasfoglalasok a hagyomanyos definicio, tétel, bizonyitas, pél-
dak sorrend megforditasat javasoljak. Az iskolai matematikai bizonyitasok — bar jelenleg
a matematika tantargyban csak epizodszerepet jatszanak — a bizonyitasi képesség fej-
lesztéséhez a legkézenfekvobb eszkozt nytjthatjak.

A bizonyitasok értékelése szamos problémat vet fol. A matematikai bizonyitasok
egyfajta hierarchikus rendszere altalanosithaté mas teriiletetek bizonyitasainak értékelé-
sére is. Alaphipotézisiink szerint: Aki képes — a matematikatudomany szempontjabol —
értékes (deduktiv, formalizalt) bizonyitast adni, az képes a hierarchia alacsonyabb fokan
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allot is konstrualni. Az értékelés fontos feladata megtalalni azt a tesztelési kontextust,
tesztelési modszert, amely lehetévé teszi adott témakdrben az elérhetd legmagasabb
szintl bizonyitas felszinre hozatalat.
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ABSTRACT

CSABA CS{KOS: PROOFS IN SCHOOL MATHEMATICS AND THE
ABILITY TO CONSTRUCT PROOFS

This study reviews some theories and empirical data concerning proofs in school mathema-
tics and proving ability. After some theoretical considerations about the importance of
cognitive abilities the paper focuses on the role of proofs in mathematics and in the school. It

is hypothesized that there is a general proving ability that makes determining the truth-status

of a statement possible by means of using other (formerly proven) statements and inference

rules. Our basic assumption is that proofs in school mathematics can be the ‘leaven’ to foster

the development of proving ability. Therefore special attention is paid to the principles of

teaching proofs in school mathematics and to the difficulties the evaluation of students’

proofs calls forth. Different approaches are discussed contrasting the ‘old” DTP- (definition,

theory, proof) model with the ‘new’ exploration-explanation-formalization models. From the

point of view of educational evaluation there is an emphasis on arguing for the use of a

hierarchical proof-categorization developed by Harel and Sowder.
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