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Mindannyiunk gondolkodasanak fontos jellemzdje, hogy képesek vagyunk allitasok igaz-
sagat onmagunk és masok szamara nyilvanvalova tenni. Egyes esetekben (ilyen példaul a
Pitagorasz-tétel) az allitast az allitas nyilvanvalova tételével egyiitt tanuljuk meg, mig
mas esetekben nekiink kell az allitast is megfogalmazni, és azt is, hogy hogyan lehet el-
donteni annak igazsagat.

A hétkodznapi tapasztalat szerint a kisgyermekek a koriilottiik 1évo vilagrol szolo alli-
tasaik legitimitasat vagy a tapasztalatbol, vagy egy felnott tekintélyébdl meritik. Felndtt-
korban is jellemz6, hogy a szamunkra kevésbé ismert teriileten nem kivanunk sem empi-
rikus bizonyitékok utan kutatni, sem logikus gondolatmenetet alkalmazva nyilvanvalova
tenni egy allitast, hanem tekintélyelvii az érvelésiink. Jelentds kiilonbség a kisgyermek
érveléséhez képest, hogy tudjuk, a tekintélyelvii érvelés kevésbé értékes, mint a példak-
kal alatamasztas és a logikus igazolds. A mi kultarkdriinkben a deduktiv bizonyitasok
szamitanak a legkifinomultabbnak. Az allitas igazsagértékét alatamasztd, valosziniibbé
tevo empirikus bizonyitasok sok szempontbol kevésbé értékesek.

A kutatasunk alapkérdése az volt, hogy hogyan fejlddik egy olyan képesség-rendsze-
riink, amelynek funkcioja allitasok igazsagértékének igazolasa. Kiindulasként feltételez-
tiik, hogy a filozofia, a matematika és a jogtudomany bizonyitas-fogalmabol megalkotha-
to egy pedagogiai-pszichologiai bizonyitas-fogalom, amely az allitasok igazolasaval kap-
csolatos gondolkodas méréséhez alapot jelenthet. Erre a pedagogiai-pszichologiai bizo-
nyitas-fogalomra és a kognitiv képességek kutatasaval kapcsolatos eredményekre épiil a
bizonyitasi képesség mint tobbszintli hierarchikus képesség-rendszer modellje.

A bizonyitasi képességen beliil két fontos al-komponensrendszert kiilonboztetiink
meg: bizonyitisok értékelésének és bizonyitasok konstrudlasanak képességét. Ugy vél-
juk, a bizonyitasok értékességének megitélése nagymértékben meghatarozza, hogy ami-
kor nekiink kell egy allitas igazsagértékét igazolnunk, a lehetséges sémak koziil melyiket
hasznaljuk f6l. Vannak ugyan empirikus adataink bizonyitasok konstrualasanak képessé-
gével kapcsolatban is (Csikos, 2000), de azon a teriileten még nem késziiltek tesztelmé-
leti (pszichometriai) szempontbol megfeleléen mikodd mérdeszkdzok.

Alaphipotézisiink, hogy a bizonyitasi képesség fejlédése evolicios hasonlattal irhatd
le. Az egy iddben kiilonboz6 tartalmakon miik6dé bizonyitasi sémaink koziil egyesek
megerdsitést nyernek, és igy mas tartalmakon is egyre gyakrabban keriilnek felhasznalas-
ra, mig mas sémaink fokozatosan hattérbe szorulnak. A bizonyitasi képesség fejlodését és
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a fejlesztés lehetdségeit ezért nagymértékben meghatarozza az egyes bizonyitasi sémak
értékérol a tanulok felé aramlo informaci6. Azt allitjuk tehat, hogy a fejlédés nagyrészt
belsd szelekcié eredménye, amelyre nagy hatassal van az iskola értékrendszere.

A bizonyitasi képesség fejlddésével kapcsolatos alapvetésiink szerint a kisgyermek,
aki elsdsorban tekintélyelvii és empirikus bizonyitasokat hasznal, az enkulturacio folya-
mataban megtanulja, hogy a tekintélyelvii bizonyitasok a legkevésbé értékesek. A gon-
dolkodas fejlédése ugyanakkor lehet6vé teszi, hogy egyre tobb tartalmi teriileten deduk-
tiv bizonyitasokat adjon. Pedagogiai szempontbol bizonyitasok megitélésével kapcsolat-
ban a kdvetkez6 kérdésekre keresiink valaszt tanulmanyunkban: Az egyes életkori szaka-
szokban a gyermek hogyan itéli meg a bizonyitastipusok értékességét? Mennyiben vezet-
het6 vissza az iskolai nevelés-oktatas hatasrendszerére, hogy a tekintélyelvii bizonyitasok
veszitenek értékiikbdl és egyre inkabb a deduktiv bizonyitasok keriilnek elétérbe?

Elméleti hattér

Bizonyitasfogalmak

Az értelmez6 szotarak a bizonyitassal kapcsolatban harom teriiletet emlitenek: filozo-
fiai, matematikai és jogi bizonyitasokat. Ebbdl adodoan elsé feladatunk e harom bizo-
nyitasfogalom kritikai elemzése azzal a céllal, hogy az altalunk hasznalt pedagogiai-
pszicholdgiai bizonyitasfogalmat megfelelden elhelyezhessiik a kiilonféle tudomanyterii-
letek értelmezései kozott.

A filozofiai bizonyitasfogalom

A bizonyitasok értelmezése ativel a filozofiatdrténeten; mondhatjuk, hogy minden
jelent6s filozofiai iskolanak megvolt a maga bizonyitasfogalma. A filozofiai bizonyitasok
alapkérdése, hogy a vilagrol szerzett tudasunk igazsagat lehet-e igazolni, és ha igen, ak-
kor mi médon.

Az egyik legalapvetébb bizonyitasi tipus a tekintélyi érvelés. Ennek értékességérol
Aquinoi Szent Tamas a Summa Theologiae 1. kérdés 8. szakaszaban azt irja: ,,A tekintélyi
érvelés nem fér dssze a tudomany magasrendiiségével, hiszen a tekintélyi elv a leggyen-
gébb — Boéthius szerint.” (Aquinoi Szent Tamdas, 1994. 47. o., eredeti: 1266-73). A te-
kintélyelvli érvelés ugyanakkor sok esetben teljesiti a pszicholdgiai jellegii meggy6zés
kritériumot, amellyel kapcsolatban Tarski (1990. 380. o.) a kdvetkezdket irta: ,,a XIX.
szazad utolso éveiig a bizonyitas fogalma elsédlegesen pszichologiai jellegii volt. A bi-
zonyitas olyan szellemi tevékenységnek szamitott, amelynek célja meggy6zni nmagun-
kat és masokat egy mondat igazsagarol.”

A tekintélyelvii érvelés meghaladasat jelenti az empirikus bizonyitas, amennyiben az
empirikus bizonyitasok jobban kielégitik a meggydzés pszichologiai kritériumat. Ennek
egy fajtaja a példakkal valo alatamasztas, amely a tekintélyelvvel kiegésziilve meggyo-
z6bbé teszi az allitast. A példakkal valo alatamasztas mellett a gorog filozofiaban foko-
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zatosan teret nyertek a deduktiv bizonyitasok is (Féldesi, 1978). Az 6gorog bizonyitas-
elmélet adja a keretet az Elemekhez (Kr. e. 300 k.), amelyben a matematikai allitasokat
egyszerlibb, mar nem bizonyitott allitasokra vezetik vissza: axiomakra és posztulatumok-
ra (Szabo, 1978). Mintegy 2500 éve adottnak vehetd tehat a tekintélyelvii, az empirikus
¢és a deduktiv bizonyitasok hierarchikus rendszere. Az azota eltelt idében a filozofiai bi-
zonyitaselmélet elsGsorban azt a kérdést vizsgalta, hogy milyen szerepe van az indukcio-
nak illetve a dedukcionak a bizonyitasokban.

Descartes fogalmazta meg a gondolatot, hogy a deduktiv eljaras csak sziikséges a
helyes bizonyitashoz, de kell még hozza az axiomak hitelessége. Az alapigazsagoknak
deduktiv bizonyitasairél az a véleménye, hogy azok nem a megismerés modszerei. Az
Ertekezés a modszerrdl fiiggelékében igy ir errél:

»A geometriai modon vald irast illetden két dolgot kiilonboztetek meg, tudniillik a bi-
zonyitas rendjét és elvét... A bizonyitas elve azonban kétféle: az egyik ti. az analizis, a
masik a szintézis utjan torténd bizonyitds.” (Descartes, 1637/1993. 80. o.) ,,A régi
geométerek a szintézis elvét hasznaltak. Definiciok, posztulatumok, axidomak, teorémak
¢és problémak hosszu soranak alkalmazasaval jut el a kdvetkeztetéshez... A régi geomé-
terek egyediil ez utobbi elvet alkalmaztak irasaikban, ambar nem azért, mintha a masik
teljességgel ismeretlen lett volna eldttiik, hanem azért (mar amennyire meg tudom itél-

ni), hogy azt — mivel oly nagyra becsiilték — mint valami titkot tartsak meg maguknak.”
(Descartes, 1667/1993. 81. 0.)

Az axiomak és tételek circulus vitiosusanak problémaja Hegel filozofidjaban tiszta-
zo6dott (Foldesi, 1978). Szerinte az axiomak nem elsédleges termékei egy tudomany fej-
16désének, hanem igen gyakran csak a fejlédés magasabb fokan jonnek létre. Igy az axi-
6makbol levezethetd tételek azért bizonyitjak az axiomak igazsagat, mert 6k maguk iga-
zolasukat mashonnan (pl. mas tudomanyokbol) nyerik. Az axidomat magat is bizonyithat-
jak mas tudomanyok eredményei. Ez a gondolat eldképe az axidma-rendszerek matema-
tikai josaga vizsgalatanak. Hegel Wijszertin kozeliti meg az induktiv és deduktiv bizonyi-
tasok problematikajat. Mig korabban masok a két eljarast egymassal szembeallitva vizs-
galtak, Hegel mint egymast kiegészitd és feltételez6 metddusokat tekinti ezeket, amelyek
kiilon-kiilon 6nmagukban nem vezethetnek eredményre.

John Stuart Mill szerint az indukcié minden bizonyitas nyilt vagy rejtett alapeleme.
Hegellel szemben az axiomak hitelét nem mas tudomanyokbdl szarmaztatja, hanem az
emberi tapasztalatbol.

A Mill és Godel kozti idészakban a neopozitivista aramlathoz tartozo Bécsi Kor filo-
z6fusai egyrészt a bizonyithatosag problémajat elemezték, masrészt élénken foglalkoz-
tatta 6ket, hogy hogyan lehet meggy6z96dni az axidomak helyességérdl. Bizonyithatosag
helyett a Bécsi Kor filozofusainal a verifikalhatosag és konfirmalhatosag valnak kulcs-
szova. A verifikalhatosag elvérdl vilagosan ir Schlick a ,,Pozitivizmus €s realizmus” ta-
nulméanyaban: ,,Ha egy mondatot elvileg nem tudok verifikalni, vagyis abszolute nem tu-
dom,... mit kell tennem, hogy igaz vagy hamis voltat kideritsem, akkor nyilvan egyaltalan
nem tudom, hogy mit allit a mondat.” (Schlick, 1932-33/1972. 101. o0.) ,,Azoknak a ko-
riilményeknek a megadasa, amelyek kozott egy mondat igaz, ugyanaz, mint értelmének
megadasa, és semmi mas.” (Schlick, 1932-33/1972. 102. o.) Schlick munkassaganak
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egyik kozponti gondolata, hogy kiilonbséget sziikséges tenni hamis és értelmetlen allita-
sok kozott.

A Bécsi Kor és napjaink kozott hidat képezve Popper és Lakatos témankhoz kot6do
gondolatait idézziik fel. Popper (1997) az indukciéonak adott tudomanytorténeti szem-
pontbol mérfoldkének szamitod értelmezést a falszifikacios elv tananak kidolgozasaval.
Hume-hoz hasonldan szkeptikus a megismerés lehetdségeit illetéen: nincs végsé tudoma-
nyos igazsag, az egymassal versengd elméletek koziil azt fogadjuk el, amelyet még nem
cafoltak meg. Ezért a megismerés utja nem igaznak vélt allitasok verifikalasa, hanem a
falszifikalasra torekvés. Lakatos (1981) hires kdnyvében, a ,,Bizonyitasok és cafolatok”-
ban tudomanytdrténeti példaval illusztralja, hogy egy allitas igazolasa soran a deduktiviz-
mus akar a zsakutcat is jelentheti a heurisztikus gondolatmenettel szemben. Lakatos
koényve — bar mondanivalojat illetden filozofiai indittatdsii — a matematikatanitas mod-
szertananak egyik alapmiivé valt.

A matematikai bizonyitasfogalom

A matematika bizonyitasfogalma (amely az évszazadok soran sokszor a filozofiai bi-
zonyitasfogalommal kardltve fejlédott) hosszu torténeti fejlodésen ment keresztiil (Han-
na, 1989, 1996; Hanna és Jahnke, 1993; Markel, 1994). A XIX. szazadig a pszichologiai
jelleg volt meghatarozo: Valamit vilagossa tenni, masok szaémara megmutatni olyan alli-
tasok, tények segitségével, amelyeket korabban igaznak fogadtunk el (Tarski, 1990). Ez a
helyzet mara megvaltozott, €s a matematikai bizonyitasok formalizalasanak fontossaga 11
tudomanyagak (matematikai logika, meta-matematika) kifejlddéseéhez vezetett (Barwise,
1977; Schiitte, 1977). A szazad kozepétdl azonban tobben is hangsulyoztak, hogy a me-
rev formalizmus nem irja le a matematikai gondolkodas valodi természetét (Lakatos
1981; Polya 1957, 1988). Ezekben a matematikatanitds modszertana szamara is fontos
gondolatokat tartalmazé kdnyveikben Polya és Lakatos felhivtak a figyelmet a nem-
deduktiv moédszerek matematikai alkalmazasanak fontossagara.

A matematikai bizonyitasok torténete egyidés a matematika torténetével. A bizonyita-
sokban szerepld fontos elemek (definiciok, axiomak, posztulatumok, tételek) kovetkeze-
tes hasznalata az Euklidesz nevéhez kotott, de valdjaban hosszl évszazadok matematikai
tudasat akkumulalé Elemekben figyelheté meg el6szor.

Az 6gorog matematika bizonyitasfogalma nem tudta ranyomni bélyegét a kdvetkezd
szazadok matematikdjara. Ennek magyarazatat abban latjuk, hogy a reneszansz matema-
tikdja az arab matematikara épiilt, és nem az 6gdrdgre. Az arab algebra viszont Al-
Khvarizmi kdnyvén alapszik, amelyben a szerzd ,.elfordult a gorég tudomanyossagtol”,
mivel az egyszerii emberek szamara értheté konyvet akart irni (van der Waerden, 1977.
426. 0.) Az elfordulas masik oka az volt, hogy ,,a szigortan klasszikus stilusu irasbeli
megfogalmazasnal... a bizonyitasok kovetkezetesek, de nem szuggesztivek.” (van der
Waerden, 1977. 428. 0.)

A XIX-XX. szazad forduldjan valt egyre siirgetébb igénnyé a matematikai bizonyita-
sok szilard alapra helyezése. Ebben jelentds szerepe volt a Bolyai-Lobacsevszkij-geomet-
ria XIX. szdzadi megjelenésének, amely nyilvanvalova tette, hogy a geometria felépitésé-
re tobbféle axiomarendszer is alkalmas. Késobb a halmazelmélet ellentmondasossaganak
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feloldasara iranyulo erdfeszitések és a szamfogalom tisztdzasara iranyuld axiomatizald
torekvések egyiittesen vezettek a matematikai bizonyitaselmélet megjelenéséhez (Ruzsa
és Urban, 1966). A XX. szazad elejére a matematikai bizonyitasfogalom a pszichologiai
jellegétdl megszabadulva eljutott oda, hogy matematikai eszkdzokkel vizsgalhatova valt
az, hogy egy allitas igazsaga csak az axiomaktol és a kovetkeztetési szabaly(ok) josagatol
fiigg-e (Tarski, 1990).

Az axiémarendszer ellentmondasmentességének és fliggetlenségének elemzéséhez
sziikséges meghatarozni azt, hogy mit értiink a matematikaban bizonyitas alatt. A kovet-
kez6 definicio ennél kisebb célt tiiz maga elé: megmondjuk, hogy a matematikaban mikor
tekinthetd egy allitas deduktiv médon levezethetdnek (Schiitte, 1977. alapjan):

A matematikéban egy allitas deduktiv modon vald levezethetségére egy induktiv de-
finiciot fogalmazunk meg:

1) Az axiomakat deduktiv modon levezetettnek tekintjiik.

2) Ha egy elemi kovetkeztetés premisszaja deduktiv modon levezethetd, akkor a
konkluzio is.

3) Az axiomakbol véges sok Iépésben kell eljutni a bizonyitando allitashoz.

A bizonyitas a matematikaban azt jelenti, hogy megmutatjuk (demonstraljuk) az alli-
tas deduktiv modon valo levezethetoségét. Ez a gyakorlatban nem jelenti azt, hogy min-
den egyes allitast véges sok lépésben visszavezetiink axiomakra, csupan azt kell de-
monstralni, hogy ez lehetséges lenne. Bourbaki szerint a matematikus a valdsagban ,,al-
talaban megelégszik azzal, hogy a leirast olyan alakra hozza, melyben a matematikai ta-
pasztalata és érzéke mar sugalljak, hogy a formalizalt nyelvre val6 attérés mar csak ru-
tinkérdés” (idézi Trosztnyikov, 1981. 179. 0.).

Az axiomarendszerek vizsgalataval ugy tiint, hogy a matematika biztos talajra épithet.
1931-ben azonban Gddel megmutatta, hogy a Russell és Whitehead Principia Mathemati-
ca milvében szerepld axiomarendszer ellentmondastalansdga nem bizonyithatd az axio-
marendszer keretein beliil (Ruzsa és Urban, 1966). A Godel-tétel mas axiomarendszerek-
re is igaz, és ez a matematikaba vetett hit megingasahoz vezetett. Erre az idoszakra da-
talodik az intuicionista matematika megjelenése, amely a bizonyitasokban kevesebb esz-
kozt engedett meg, ezaltal azt remélve, hogy az eszkdzeivel bizonyitott allitasok bizto-
sabban igazak.

Gddel ugynevezett nem-teljességi tételének kovetkezménye az a szkepticizmus,
amely a mai matematikai filozofidban is megfogalmazodik: ,,Ha a bizonyitas-fogalom
egy 1épésrdl 1épésre torténd érvényes dedukciot is jelentene, mindig lehetséges kritikat
megfogalmazni a rendszer ellentmondasmentességét, a relevanciajat vagy a kozlés mod-
jatilletéen” (Tymoczko, 1986).

A deduktiv axiomatikus matematika mas iranyt meghaladasat jelenti az experimenta-
lis matematika. Kovetdi elismerik, hogy az iranyzat részben nélkiilozi a deduktivitas szi-
gorat, am egyes problémak vizsgalatara hatékony eszkozt jelenthet a fizikai experimenta-
lizmushoz hasonl6 — altalaban szamitogéppel tamogatott — kisérletezés. A kisérletek ba-
coniak, abban az értelemben, hogy nem szolgai megfigyelésrdl van szo, hanem valamely
elmélet keretébe agyazva torténik az adatok interpretalasa (Borwein, Borwein,
Girgensohn és Parnes, 1996).
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A jogi bizonyitasfogalom

A bizonyitas fogalmat a jogtudomany is igen széles korben hasznalja. Katona (1990.
22. 0.) szerint azonban ,,a teriileten jelentds terminologiai ziirzavar uralkodik”. A jogtu-
domany allaspontja szerint a jogi bizonyitasfogalom elviekben megfelel a mas tudoma-
nyokban hasznalt bizonyitasfogalomnak, azaz a bizonyitasok induktiv informacidszerzé
folyamatokat felhasznald deduktiv bizonyitasok, hasonléan mas tudomanyok bizonyita-
saihoz. Honnan eredeztetheté akkor a kozvélekedés szkepticizmusa a bizonyitasok ob-
jektivitasaval szemben? A védo és az iligyész ugyanis gyakran mintha nem ugyanarrol be-
szélnének. A kulcsot a ,,bizonyitasi eszkdzok szabad mérlegelésének elvé”-ben talalhat-
juk meg. Ebbdl az alapelvbol kovetkezik, hogy a biintetdeljarasokban nem lehet elére, al-
talanos érvénnyel meghatarozni a bizonyitasi eszkdzok bizonyito erejét, hanem az mindig
a konkrét tigytdl fiigg (Katona, 1990).

Lawrence (1991) szerint a birdsagi itéletek elsésorban attol fiiggnek, hogy az infor-
maciot milyen modon talaljak. A targyalason részt vevok gyakran heurisztikus gondolat-
meneteket alkalmaznak, mivel a hallgatosag és az eskiidtek szamara az az érvelés meg-
gy6z6bb, amelyben egy ismerds torténetsémahoz kapcsolddva olyan allitasok vannak lo-
gikus kovetkeztetések lancolatava flizve, amelyek alatdmasztjak az érveld altal mar ko-
rabban kialakitott allaspontja a blindsségrol/artatlansagrol.

A bizonyitasok pedagogiai-pszichologiai szempontu értelmezése

A bizonyitast pszichologiai szempontbdl (0sszhangban a filozofiai, matematikai és
jogi értelmezéssel) allitasok igazsaganak igazolasaval kapcsolatos tevékenységként ér-
telmezziik. A bizonyitasi képesség egyrészt bizonyitasok megitélését, masrészt bizonyita-
sok konstrualasat teszi lehetdvé.

A bizonyitasokkal kapcsolatos pedagogiai-pszichologiai szakirodalomban tobb kife-
jezés egymas szinonimajaként hasznalatos. Ezek kozott viszonylag gyakran talalkozha-
tunk az érveléssel (argumentacioval). Wittman (idézi Ambrus, 1993) felfogasaban az ar-
gumentdcio bévebb fogalom, mint a bizonyitas, és magaban foglalhat nem-deduktiv ele-
meket is. Mariotti (1998) az argumentacio értelmezése soran a funkcid feldli megkozeli-
tést valasztja. Szerinte akkor beszéliink argumentaciorol, amikor a cél a meggydzés;
meggyOzni valakit egy allitas igazsagarol. Az argumentacioval szembeallitva értelmezi a
demonstraciot, amely kozelebb all a formalis bizonyitashoz, mivel a matematikusok altal
elfogadott kdvetkeztetési szabalyok szerint torténik.

Ma tdbben is hangsulyozzak azt a funkcionalis kiilonbséget, amely a matematikusok
bizonyitasai és az osztalytermi bizonyitasok kozott fennall. Az elsd esetben a meggydzés
funkcidja domborodik ki, ellentétben az osztalytermi bizonyitasok magyardzo szerepével
(Hersh, 1993; Chazan, 1993). A két cél természetesen legtobbszor egymasba fonodik,
mégis tetten érhetd formai kiilonbség a tudostarsaknak szolo bizonyitas és a megértést
elosegitd, didaktikai szempontbol atformalt bizonyitasok kozott. Ilyen formai kiilonbseég-
tételt talalunk példaul a Lebesgue-integrallal kapcsolatos eredeti Lebesgue-féle bizonyi-
tasok és a Riesz Frigyes altal kimunkalt, a didaktikai alapelveket jobban szem el6tt tartd
bizonyitasok kdzott.
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A matematikai bizonyitasok 1élektananak elemzése soran napvilagra keriilt, hogy a
matematikai megismerés folyamata és a bizonyitas végs6 formaba Ontése teljesen mas
gondolkodasi folyamatokat igényel. Emlitettiik, hogy erre mar Descartes is felfigyelt, és
vagy matematikusok (pl. Newton, Hadamard, Poincaré, van der Waerden) onreflexioi,
visszaemlékezései alapjan is azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy a tényleges gondol-
kodasi folyamatok alapvetden kiilonboznek attol, amit a végso, formalis bizonyitas tiik-
16z (1d. Dreyfus és Eisenberg, 1998; Hanna és Jahnke, 1993).

A bizonyitasi képesség értelmezése

A kognitiv kompetencianak azt a rész-komponensrendszerét, amely lehetéve teszi al-
litasok igazsagértékének igazolasat, és ezzel dsszefliggésben bizonyitasok megértését, ér-
telmezését, bizonyitasi képességnek nevezziik. Allitasok igazsagértékének igazolasat a
nyelvileg megformalt allitasokra korlatozzuk.

Alaphipotézisiink, hogy a bizonyitasi képesség tobbszintii, hierarchikus képesség-
rendszer. Marr-1 fogalmakat is felhasznalva hardver-, algoritmikus és stratégia-szintek-
6l fogunk beszélni. Ez a rendszer 6sszevetheté Nagy Jozsef (2000) hierarchikus szaba-
lyozasi szintjeinek rendszerével, ahol harom — a neuralis szabalyozasra épiilé — szint sze-
repel: implicit tapasztalati, implicit fogalmi és explicit eldiré szabalyhasznalatot. A bizo-
nyitasi képesség szempontjabol a Nagy Jozsef-1 implicit tapasztalati szintet a hardver-
szinthez soroljuk.

A kétféle rendszer kompatibilitasat a kovetkezd konkrét példakkal tamasztjuk ala: (1)
Explicit el6ir6 szabalyhasznalat szintjéhez (= stratégia-szinthez) tartozik az a tudasunk,
hogy a modus ponens kovetkeztetési szabaly logikai értelemben érvényes deduktiv sza-
baly. (2) Az implicit fogalmi szinthez (= algoritmikus szinthez) tartozé példa: Tudjuk,
hogy ha Peti megkapja a zsebpénzét, moziba megy. Peti megkapta a zsebpénzét. Ebbdl
kovetkezik, hogy Peti moziba megy. (3) Az implicit tapasztalati szinthez (= hardver-szint
egy részé¢hez) tartozo példa: Ha villamlast észleliink — anélkiil, hogy tudataban lennénk —
hallasunk felkésziil a mennydorgés észlelésére, mivel elménkben miikodik egy implicit
tapasztalati szabaly (amely igen gyorsan implicit fogalmiva alakithato), mely szerint: ,,Ha
villamlik, akkor kis id6 mulva dordg az ég.” A hardver-szint a gondolkodas fiziologiai
alapjait és az arra ¢épiild tudattalan gondolkodasi folyamatokat jelenti. A bizonyitasi ké-
pesség szempontjabol ide sorolunk egyes nem-verbalis folyamatokat, amelyek kdzott ki-
emelked6 jelentdséget tulajdonitunk az oksagi gondolkodas perceptualis alapjainak. En-
nek rovid bemutatasara vallalkozunk elészor. Az oksagi gondolkodas azért kiilondsen
jelent6s a bizonyitasi képesség szempontjabol, mert a verbalizalt allitdsok és bizonyita-
sok soran ,,Ha ..., akkor ...” tipusu allitasok fordulnak el6, ¢s az ilyen szerkezetli mon-
datok gyakran oksagi kapcsolatok kifejezdi.

Michotte (idézi Csibra, Gergely és Nadasdy, 2000. 60. o.) szerint: ,,Az oksagi észle-
lés alapja a targyak mozgasanak egysége €s a targyak duplicitasa kozti konfliktus.”
Csibra, Gergely és Nadasdy (2000. 71. o.) kisérlete szerint az ,,0ksagi viszony nem mas,
mint az az informacio, hogy az egyik targy mozgasat at kell helyezni a masik targyra a
targyfogalmunknak megfelel vilag koherencidjanak megtartasa érdekében.” Az emlitett
targyfogalomra az jellemz6, hogy az észlelorendszer nem targyakat 1at, hanem mozgaso-
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kat, és ahhoz rendeli hozza a targyakat. A bizonyitasi képesség szempontjabol tehat a
hardver-szinten megtorténik a mozgasok, valtozasok észlelése, és a mozgasokhoz rendelt
targyak vonatkozasaban a hardver-szint oksagi viszonyt érzékel.

Az algoritmikus szinthez tartozo jelenségek, folyamatok meghatarozasa a bizonyita-
sok soran gyakran hasznalt nyelvi-logikai eljarasok ismeretét igényli. Ezek a nyelvi-logi-
kai eljarasok modellezhetdk a kétvaltozos kijelentés-logika miiveleteivel és kovetkezteté-
si szabalyaival (Csapo, Csirikné és Vidakovich, 1987). A gondolkodas ilyen szemponta
modellezése a deduktiv gondolkodas kutatasanak teriiletéhez tartozik.

A bizonyitasi képesség stratégia-szintjének értelmezéséhez a deduktiv gondolkodas-
sal kapcsolatban hasznalt ‘meta-* fogalmak attekintése sziikséges. Johnson-Laird és
Byrne (1991) metalogikanak nevezik a logikarol szolo explicit tudast, és metadedukcio-
nak azt a képességiinket, hogy tudunk masok dedukciéirél gondolkodni. Moshman
(1990) felfogasa szerint metalogikai stratégiakat és metalogikai megértést kiilonithetiink
el. A két nevezéktan kdzos vonasa, hogy mindkét modell a deduktiv gondolkodas egy-
szerlibb sszetevoibdl épitkezik, valamint egyik sem szol arrol, hogy hogyan lehet a
metalogika illetve metadedukcio fogalmat a metakognicio altalanos fogalomkdrébe beil-
leszteni.

A deduktiv gondolkodas meta-szintjét jelentd metalogika és metadedukcio egymassal
sem kompatibilis fogalmak. A metalogika Moshman (1990) szerint a deduktiv gondolko-
das fejlédésének azt a szintjét jelenti, amikor az egyén képes tudatosan megkiilonboztetni
a premisszakat és a konkluziot, s ezzel képessé valik metalogikai stratégiak hasznalatara.
Egy metalogikai stratégia példaul a reductio ad absurdum bizonyitasi séma hasznalata. A
metalogikai gondolkodas masik aspektusa Moshman szerint a metalogikai megeértés,
amely azt jelenti, hogy az egyén képes a logika természetérdl, a logikai és a természetes
nyelvek kapcsolatair6l gondolkodni. A moshmani nevezéktan két fogalma, a metalogikai
stratégiak és a metalogikai megeértés, emlékeztet Flavell (1987) metakognicios elméleté-
re, amelyben metakognitiv tudasrél és metakognitiv tapasztalatrol ir.

A metadedukcié fogalomkoére a masok dedukcioirol valdo gondolkodasra utal. Ezzel
kapcsolatban annak az észrevételiinknek adunk hangot, hogy (1) A masok dedukci6irol
vald gondolkodas allandodan jelen van a gondolkodasunkban (Rips, 1994), és (2) meg kell
kiilonboztetni a masok dedukcidirdl gondolkodast hétkoznapi kornyezetben és a labora-
toriumok logikai fejtordinek megoldasa kozben. Ugy tiinik ugyanis, hogy a metadedukcio
fogalom a Smullyan (1978/1988), majd a pszichologiai hatteret illetden Rips (1983) altal
divatba hozott logikai puzzle-6k elemzésére hasznalatos.

Modszerek

Az 1944 tanul6 részvételével 1999 majusaban lezajlott nagymintas felmérés ,,A gondol-
kodas fejlodése” nevet kapta. A ,,nagymintas” jelz6 a vizsgalat nevében nem elsdsorban
a résztvevok nagy létszamara utal, mivel az eléfelmérés (Csikos, 1999) is hasonlé méretii
mintan zajlott, hanem arra, hogy a minél tobb féle véalaszlehetdség megjelenését célul
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kitiiz eléfelméréssel szemben a minta nagysaga itt elsdsorban a statisztikai elemzések
szignifikanciajat befolyasolo tényezd volt.

A felmérésben 6t magyarorszagi megye vett részt, megyénként és évfolyamonként 2—
3 osztallyal. Mivel a 10-17 éves korosztaly tudasa volt a kutatas targya, 5., 7., 9. és 11.
évfolyamos tanulok vettek részt a felmérésben. A 9. és 11. évfolyamokon nagyjabdl egy-
forma létszamban szerepeltek gimnaziumi és szakkdzépiskolai tanulok.

A felmérésben szerepld mérdeszkozok koziil jelenlegi témank szempontjabol a mate-
matikai allitasokat ¢s a hozzajuk tartozo bizonyitasokat tartalmazo ,,Bizonyitasi felada-
tok” teszt és a ,,Gondolkodtato feladatok™ teszt elsé két feladata relevans. A ,,Bizonyitasi
feladatok™ és a ,,Gondolkodtatd feladatok™ tesztjei valamennyi évfolyamon egységesek
voltak. A matematikai bizonyitasokat tartalmazo ,,Bizonyitasi feladatok™ teszt nem keriilt
bemérésre 6todik osztalyban, mivel az els6 egyszeri matematikai bizonyitasok, amikor a
tanulok explicite talalkoznak a bizonyitas szoval, altalaban hetedik osztalyban jelennek
meg.

Mindkét bizonyitasi teszt egy valtozatban késziilt. A ,,Természettudomanyos gondol-
kodas” tesztjével kardltve két egymas utani tanoran oldottak meg a tanulok mindkét tesz-
tet, az osztaly egyik fele el6szor az egyiket, masik fele a masikat, majd forditva.

A bizonyitasi képesség tesztjeinek feladarai

A bizonyitasi képesség két tesztje tartalmi és formai szempontbol is kiilonbozott
egymastol. A ,Bizonyitasi feladatok™ teszt matematikai allitasokat és azokra adott bizo-
nyitasokat tartalmazott, a ,,Gondolkodtaté feladatok™ teszt nem-matematikai allitasokat
¢és bizonyitasokat, a deduktiv gondolkodast mérd feladatokat, valamint néhany nyiltvégi
bizonyitasi feladatot tartalmazott. A ,,Bizonyitasi feladatok”-hoz egy matematikai bizo-
nyitasokkal kapcsolatos kérdéiv is tartozott, amelyet Almeida (1995) tanulmanyabol
adaptaltunk. Tanulmanyunkban a ,,Bizonyitasi feladatok™ teszten, valamint a ,,Gondol-
kodtato feladatok™ teszt els6 két feladatan elért eredményeket elemezziik.

A ,,Bizonyitasi feladatok” teszt

A , Bizonyitasi feladatok” teszt matematikai allitasokat és ezek kiilonféle bizonyitasa-
it tartalmazta. A tanulok feladata az volt, hogy otfokt skalan értékeljék (sz6 szerint:
,osztalyozzak™) a bizonyitasokat. A valaszlehetdségek konstrualasa soran &tféle bizonyi-
tast latszott célszerlinek megfogalmazni. Ezt részben az indokolta, hogy az egyes bizo-
nyitasok értékelése soran a tanulok ne kényszeriiljenek arra, hogy egy osztalyzatot tobb
esetben is kiosszanak. Masrészrél az otféle bizonyitastipust a Harel és Sowder (1998)
modelljére épiild fejlodési bizonyitaskategorizalasi modelliink alapjan hataroztuk meg.
Az 6t bizonyitastipus, amely a ,,Bizonyitasi feladatok” és a ,,Gondolkodtaté feladatok™
teszt elso két feladataban egyarant szerepeltek: tekintélyelvi, ritualis, szimbolikus, empi-
rikus és deduktiv.

Az egyes allitasokhoz tartozo 6t opcid kijelolésével kapcsolatban felvetddik az ob-
jektivitas és a validitas problémaja is. Jelen esetben a teszt josaganak ez a két dimenzidja
egymassal is 0sszefligg. Mennyiben befolyasolta a kapott eredményeket az, hogy egy-egy

327



Csikos Csaba

allitasnal éppen milyen konkrét valaszmintazat keriilt a tesztlapra? Ahol csak lehetett, az
eléfelmérésbdl szarmazo valos valaszmintazat szerepelt. Ahol viszont nem volt ilyen, ott
a valasz megszerkesztése soran a mondat nyelvezetében figyelembe vettiik, hogy egy ti-
zenéves hogyan fogalmazna meg a bizonyitast az adott témakdorben.

A kovetkezOkben el6szor a ,,Gondolkodtatd feladatok™ teszt 1. feladatat mutatjuk be
részletesen. Az 1. feladatban szerepl6 allitas a kdvetkezd volt:

A 2 az egyetlen paros primszam.

Az eléfelmérés bizonyitotta, hogy a tanulok nyiltvégli kérdésfeltevés esetén is igen
valtozatos bizonyitasi stratégidkat alkalmaznak, ezért a feladatban szerepld 6t véalaszlehe-
tdség megszerkesztése soran nagymértékben tdmaszkodhattunk a korabban ténylegesen
el6forduld tanuldi valaszokra.

Az 1. feladat tekintélyelvii bizonyitasa:

Ez valoban igaz. A 2 az egyetlen paros primszam. A mult oran tanultuk ezt a tételt,
és a feladatok megoldasakor sokszor folhasznalhato. Ez egy valoban fontos matemati-
kai bizonyitas.

A tekintélyelvii bizonyitasok jellemzo jegyeit (az allitas megismétlése megerdsitéssel,
a tanari tekintély emlitése, a tétel fontossaganak emlitése) mind felsorakoztattuk ebben a
bizonyitasban, részben azért is, hogy terjedelmileg ne legyen feltiinden rovidebb a tobbi opcional.

Az 1. feladat ritudlis bizonyitésa:

Tegyiik fel, hogy van masik primszam is, amelyik paros. Ez nem lehet, mert a prim-
szamok nem lehetnek paros szamok, mert az kizaro ok. A primszamokra éppen az jel-
lemzd, hogy nem paros szamok, hanem paratlan szamok. Van olyan paratlan, amelyik
prim, de ott sem mindegyik. A paros szamok kozott a 2 az egyediili, amelyik prim lehet,
de csak azeért, mert olyan kicsi szam.

A ritudlis bizonyitasokra jellemzd, hogy a tanuld tudja, a bizonyitasnak valamiféle
formai kdvetelményeket kell kielégitenie, de nem tartalmaz a bizonyitas érdemi elérelé-
pést az allitas igazsaganak megmutatasa felé. Megfigyelhetd az opcidban a ritualis bizo-
nyitasok egy masik jellemzo eleme, az 6nellentmondashoz vezetd szoszaporitas.

Az 1. feladat szimbolikus bizonyitasa:

Legyen x a legkisebb paros primszam. Ha x=2, akkor dllitasunkat bizonyitottuk. Ha
xZ2, akkor az nem lehetséges, mert x-nél kisebb primszam nincs. x-nél nagyobb sem le-
het, mert az mar nem lenne a legkisebb.
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A szimbolikus bizonyitasokra a matematikai jelek értelemtdl megfosztott hasznalata
jellemzd. Viszonylag gyakori jelenség, hogy a tanulok minden alap nélkiil bevezetnek
egy jelolést, példaul x-et, és annak hasznalatahoz vald gorcsos ragaszkodasuk hibat okoz
a gondolatmenetben. A konkrét esetben egy bizonyitatlan eléfeltevésre épiil az x jelolés
bevezetése, majd a bizonyitas lényegében ritualisan folytatodik.

Az 1. allitas empirikus bizonyitasa:

A 2 tényleg primszam, mert csak 1-gyel és énmagaval oszthaté. Erdekes dolog, hogy
nincs masik primszam, amelyik paros. De az is igaz, hogy nincs mdsik paros szam,
amelyik prim, csak a 2.

Az empirikus bizonyitas egyik jellemzdje lehet, hogy az allitast részben igazolja. Ez
tortént ebben az esetben is. Az ,.érdekes dolog” mondatkezdést egy kovetkez6 vizsgalat-
ban feltétleniil modositanam, mert a tanuldk szemében minden bizonnyal rontja a bizo-
nyitas értékét a familidris nyelvezet.

Ahogyan Balacheff (1988), Harel és Sowder (1998) is ramutatnak, tobbféle empiri-
kus bizonyitas van. Igazan szembeotld kiilonbség az empirikus €s deduktiv bizonyitasok
kozott akkor fedezhetd fel, ha a bizonyitand6 allitas univerzalis kvantort tartalmaz (pl.
»barmely...”, ,minden...”, ,tetszéleges...”). Tirosh (1999) megmutatta, hogy masod- és
harmadéves matematika szakos hallgatok szdmara az univerzalis kvantort tartalmazoé al-
litdsok jelentik a matematikai tételek paradigmatikus modelljét, vagyis azt a tipusu tételt,
ami szerintiik legjellemzébben matematikai. Erdekes kérdés lehetne, hogy vajon az empi-
rikus és deduktiv bizonyitdsok megitélése jelentdsen kiilonbozik-e univerzalis allitdsok
esetén, mint mas tipustiaknal.

Az 1. allitas deduktiv bizonyitasa:

A 2 tényleg primszam, mert csak 1-gyel és onmagaval oszthato. A paros szamok ko-
z6tt nincs mdsik prim, mert a tobbi pdaros szam mind oszthato 2-vel is, és akkor mar
nemcsak 1-gyel és 6nmagaval oszthatd, hanem legalabb még egy szammal.

Az allitasra adott deduktiv bizonyitas jol szemlélteti, hogy gyakran nincs sziikség
matematikai szimbolumok hasznalatara ahhoz, hogy korrekt bizonyitast adjunk.

A tesztben szerepld masik harom feladat opcidit teljes részletességgel a Melléklet
tartalmazza. A kovetkezokben az allitasokkal és egyes opciokkal kapcsolatban néhany
érdekességet emeliink ki. A masodik allitas az egyik klasszikus iskolai geometriai tétel
volt:

A hdromszég belsé szogeinek dsszege 180°.
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A Tirosh (1999) altal hasznalt fogalom szerint ez egy valodi paradigmatikus tétel.
Ilyen allitasok esetén varhaté az, hogy az empirikus és deduktiv bizonyitasok kozott éles
hatarvonal nyilvanuljon meg. Az opciok kivalasztasanal dilemmat jelentett, hogy az em-
pirikus bizonyitas Balacheff-i (1988) értelemben a naiv empirizmus vagy a dontd kisérlet
kategoriaba tartozzék. Végiil a dontd kisérlet mellett szolt, hogy az allitdas univerzalis
volt.

A harmadik allitas az el6felmérésben is szerepelt:

Harom paratlan szam szorzata mindig paratlan.

Ebben az esetben a szimbolikus bizonyitdsi opcid szerkesztése jelentette a legna-
gyobb kihivast. Az eléfelmérés soran sok esetben eléfordult, hogy a tanulé jeldlések be-
vezetésével, tisztan formalisan probalt bizonyitani. Tobb esetben csupan az volt a gond,
hogy nem irta le, mit jelentenek a bevezetett jelolések, am a matematikdhoz ért6k szama-
ra vildgos volt, a formdlis bizonyitas. Ezért itt egy olyan opcidt kerestiink, amelyben ko-
moly koncepcionalis probléma adodik abbol, ha valaki nem ismeri f61 az értelem nélkiili
szimbolum-manipulaciot.

3. bizonyitas:
Legyen a harom tetszdleges paratlan szam x+1, y+1 és z+1. Ekkor a szorzatuk:

G+ D+ 1)(z+1)=(xy+x+y+1)(z+1)=xyz+xy+xz+x+yz+y+z+1=xyz+xy+xz+yz+
+x+y+z+1

A szam 1-re végzodik, ezért biztosan paratlan.

Itt a kulcsmomentum annak felismerése, hogy ha egy 0sszeg utolso tagja 1, akkor az
nem jelenti sziikségszeriien azt, hogy maga az sszeg 1-re végzodik. Ugyanakkor felte-
hetéen noveli a bizonyitas értékét, hogy jol kivitelezett részmegoldas talalhaté benne.
Ennél a feladatnal az empirikus bizonyitas a balacheff-i naiv empirizmus szintjét képvi-
seli.

A 4. feladatban ismét univerzalis allitast fogalmaztunk meg. Ez az allitds nem-univer-
zalis formaban mar az eléfelmérésben is szerepelt.

Az olyan szamok, amelyek 9362... szamjegyekkel kezdédnek, és utana csupa 0 dll,
nem oszthatok 3-mal.

Az eléfelmérésben ugy szerepelt a kérdés, hogy ,,Hogyan lehet bebizonyitani, hogy
ha 6332-t elosztjuk 3-mal, akkor nem egész szdmot kapunk?”. Ebben az esetben a
dichotom kategorizalassal csak azt allapitottuk meg, hogy kiilonbség van az ,,Osztassal”
¢és az olyan valasz kozott, amely a 3-mal oszthatosag szabalyara hivatkozik. Ahhoz, hogy
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a szabalyra hivatkozast (és ezzel a hattérben 1év6 gondolkodasi folyamatot) magasabb
szintlinek értékeljiik, célszerli volt univerzalis kvantort tartalmazo allitast megfogalmaz-
nunk.

A ,,Gondolkodtatoé feladatok” teszt

A ,,Gondolkodtato feladatok” tesztet valamennyi évfolyamon f6lvettiik, és minden év-
folyamon ugyanazok a feladatok szerepeltek. Ez az elrendezés megkdvetelte tantargy-
fiiggetlen vagy mar az 6tddikesek szamara is ismerds iskolai témak hasznalatat. Azaltal,
hogy tesztiink 6todik €s tizenegyedik osztalyban egyarant bemérésre kertilt, kifejezziik azt
a meggyozodeésiinket, hogy a képesség jellegii tudast vizsgalo kognitiv feladatoknak min-
den korosztalyban létezhet ,,jo” megoldasa. A kiilonbdzd évfolyamok teljesitményének
Osszehasonlitasat ugyanakkor olyan kiilsé kritériumok szerint végezhetjiik el, amely kri-
tériumok explicit ismerete nem varhato6 el.

A gondolkodtato feladatok tesztje — a matematikai bizonyitasokhoz hasonléan — adott
allitasokhoz tartozo otféle bizonyitas értékelésével kezdddik. A tesztben szerepld két al-
litas az el6felmérésben szerepelt feladatokbol szarmazik. A formai egyezdség kritériu-
manak megfeleléen a bizonyitando allitasok ebben a tesztben is kijelent formaban adott
igaz allitasok voltak.

Most a masodik feladatot mutatjuk be. Az eléfelmérésben ténylegesen eléfordult ta-
nuldi valasztipusokhoz képest csak a szimbolikus opcid szamit mesterségesen szerkesz-
tettnek.

Egy képzeletbeli varos lakoi harom csoportba tartoznak: vannak koztiik igazmon-
dok, akik mindig igazat mondanak,; vannak hazugok, akik mindig hazudnak,; és vannak
felemasok, akik felvaltva mondanak igaz és hamis mondatokat. Egy éjszaka csong a
tiizoltosag telefonja, és a kdvetkezd parbeszéd hangzik el:

Tiizolto: Tessék, tiizoltosag.
Telefondlo: Eg a varoshdza.
Tiizolto: Igazmondo vagy?
Telefonalo: Felemdas vagyok.

Ezek utan a tizolto azt allitotta, hogy nem ég a varoshaza, felesleges lenne kivonul-
ni. Hogyan bizonyithato ez az allitas?

A tekintélyelvii bizonyitas az eléfelmérés soran gyakran eléfordult a tanuldi valaszok
kozott:

Nem ég a varoshaza, mert ilyen komoly dologgal nem lehet viccelni. Aki ezzel tréfat
tiz, azt jol meg kell biintetni. Az iskolaban és otthon is azt tanitjdk, hogy a tiizzel nem
szabad jatszani.
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A ritudlis bizonyitas ismert jegyei (,tegyiik fel, hogy...” logikatlan hasznalata, a
targytol elkanyarodé mondathalmozas) megfigyelheték a kdvetkezd opcio esetén:

Tegyiik fel, hogy ég a varoshaza, Ekkor a telefonalo hangja izgatottabb lett volna,
ezért nem ég a varoshdza. Azt azért érdemes lenne tudni, hogy a varoslakok kozott mi-
lyen aranyban vannak igazmondok, hazugok, és felemasok. Az a probléma, hogy ha
csak egyetlen ember is felemds vagy hazug, akkor mar esély van arra, hogy feleslege-
sen riasztjak a tizoltokat.

A szimbolikus bizonyitds lényege: matematikai jelolés bevezetésével hitelt adni a
gondolatmenetnek, holott a szimbolum-manipulacioé értelem nélkiili.

Annak valosziniisége, hogy ég a varoshdza, legyen x. Annak valosziniisége, hogy
felemas telefonalt, legyen y. Ha y>x, akkor felemds telefonalt. A felemas egyszer iga-
zat mond, egyszer hazudik. Amikor azt mondta, hogy felemas, akkor igazat mondott.
Ezért, amikor azt mondta, hogy ég a varoshdza, hazudott. Mivel y>x, ezért nem ég a
varoshaza.

Nem-univerzalis allitasrol 1évén szd, az empirikus bizonyitasra az jellemzd, hogy a
teljes bizonyitas egy részét tartalmazza, mintegy alatdmasztva, de nem 100%-os bizo-
nyossaggal igazolva az allitést:

Ha ég a varoshaza, akkor nem igaz az, hogy felemds. Ha nem ég a varoshaza, akkor
lehet felemds. Mivel azt mondta, hogy felemas, ezért az utobbi a valdszinii.

Az opcid javitasat szolgalna és novelné a validitast, ha a ,,valoszin{i” sz6 nem szere-
pelne a fenti gondolatmenet végén. gy ugyanis a valésziniiség intuitiv fogalmat is tesz-
teljiik egyuttal, amellyel kapcsolatban kevés magyarorszagi empirikus adatunk van.

A deduktiv bizonyitas a logikailag lehetséges esetek szisztematikus szambavételét je-
lenti. Ez az opcio jelenti a kulcsot abban a kérdésben, hogy milyen kapcsolat van a bizo-
nyitastipusok megitélése ¢s a bizonyitasok konstrualasa kozott — az empirikus kutatas
szempontjabdl. Hipotézisiink szerint ugyanis joval kisebb aranyban adnak a tanulok de-
duktiv bizonyitast nyiltvégii kérdés esetén, mint ahanyan a legmagasabbra értékelik ezt
az opciot:

A telefonadlo nem lehetett igazmondo, mert ha az lett volna, akkor nem mondhatta
volna, hogy felemds. Ha felemas volt a telefonadlo, akkor igazat mondott, mikor azt
mondta, hogy felemas, és hazudott, amikor azt mondta, hogy ég a varoshaza.

Ha hazug telefonalt, akkor mindkétszer hazudott. Ezért a varoshdza semmiképpen
sem ég.
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Eredmények

A tesztek reliabilitasa

Tesztjeink elsé kozelitésben inkabb a Likert-skalas, attitid mérésére hivatott kérdo-
ivekkel mutatnak rokonsagot. Mivel azonban formalisan a Likert-skalas méréeszkozok
itemei is tekinthet6k politom itemnek, nincs akadalya annak, hogy reliabilitast szamol-
junk.

Politom itemek esetén a Cronbach-a mutatdé a legéltalanosabban elterjedt, amely a
Kuder-Richardson-féle (Nagy, 1975. szerint a tudasszintmérék szamara leginkabb hasz-
nalatos) 20-as mutat6 altalanositasanak tekinthetd (Horvath, 1990). A reliabilitas becslé-
séhez a ,,Bizonyitasi feladatok” teszt formai szempontbol azonos 20 iteméhez hozzavesz-
sziik a ,,Gondolkodtatd feladatok™ 10 hasonlé itemét. Az igy kapott 30 azonos tipusi
itemet a bizonyitasok megitélésével kapcsolatos tudas egy tesztjének tekintjiik.

A 30 itemes teszten és a 20 itemes részteszten az egyes mintakra kapott reliabilitas-
értékeket az 1. tablazat foglalja ossze.

1. tablazat. Reliabilitas-értékek az egyes részmintikon a 30 itemes teszten, illetve a 20
itemes részteszten

30 itemes teszt 20 itemes részteszt
Teljes minta 0,80 0,76
7. évfolyam 0,72 0,67
9. évfolyam 0,76 0,71
11. évfolyam 0,75 0,72

Ismeretes, hogy a reliabilitas nem csupén a teszt josagat fejezi ki, hanem annak a po-
puldcidénak a heterogenitasat is, amelybdl a minta szarmazik. Nem véletlen ezért, hogy a
teljes mintdn megbizhatobban mér a teszt, mint az egyes részmintdkon. Azt is tudjuk,
hogy a hosszabb tesztnek jobb a reliabilitdsa. Pontosabban sz6lva, ha a teszt hosszat no-
veljiik ugyanazt és ugyanolyan modon mérd feladatokkal, akkor a reliabilitas n6 (Hor-
vath, 1993). Példaul egy 0,75-0s reliabilitasu, 30 itemes teszt a hosszanak megduplaza-
saval 0,86-0s reliabilitasu lesz. A tablazatban kozolt értékek a reliabilitas-mutatd szam-
szerll nagysagat tekintve eleget tesznek a képességtesztekkel szemben tdmasztott kove-
telményeknek (1d. Walsh és Betz, 1990).

Mit fejez ki a reliabilitas-mutatdé a bizonyitasi képesség tesztje esetében? A reli-
abilitas-mutatdk altalaban azt fejezik ki, hogy a teszt a mért tulajdonsag szempontjabol
mennyire kovetkezetesen képes elkiiloniteni egymastol az atlagos alatti és az atlag feletti
teljesitményeket. A Cronbach-a mutatd ezen beliil egy olyan reliabilitas-becslé modszer,
amely az itemek egymas kozotti korrelacioibol képez mutatot. Ha az o értéke megfeleld,
az gy interpretalhatd, hogy a teszt itemeire adott értékek konzisztensek, vagyis az ite-
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mek lényegében ugyanannak a pszichikus strukturanak mikodését mérik. A konkrét eset-
ben azt mondhatjuk, hogy a bizonyitastipusok osztalyozasa soran nyert adataink belsd
konzisztenciat mutatnak. Mivel a bizonyitastipusok értékelése a bizonyitasi képesség egy
igen fontos komponensének tekinthetd, a kielégité nagysagi a érték azt mutatja, hogy a
teszt megfeleléen mér valamit, amit a bizonyitasi képesség egy fontos teriiletének tartunk.

A ,,Bizonyitasi feladatok”-ban nyujtott tanuloi teljesitmények jellemzése

A bizonyitasi stratégiak megitélésének mérésére szolgald elsé tesztben matematikai
allitasok és azokhoz kapcsolodo 6t-6t bizonyitas szerepeltek. Az eredmények ismertetése
soran az egyes opciokra kapott szamértékeket intervallum-skalan 1évének tekintettiik. Az
attekinthetdség kedvéeért az itemek sorrendje minden feladatban ugyanaz lesz a tablazat-
ban: tekintélyelvii, ritualis, szimbolikus, empirikus és deduktiv bizonyitasok kovetik
majd egymast.

A 2. tablazat adatainak elemzése els6 kozelitésben a vastaggal jeldlt atlagértékek év-
folyam ¢és bizonyitastipus szerinti valtozasi tendenciaira iranyul. A tablazat nagy mérete
azt indokolja, hogy néhany fontos megallapitast a tablazatbol kivagott részletekkel il-
lusztraljunk.

Az eredmények bemutatdsa és elemzése eldtt két olyan tényezdvel foglalkozunk,
amelyek megléte rendkiviili ovatossagra int a kovetkeztetések levonasakor: (1) Lehetsé-
ges, hogy nagyon sok tanuld szamara a bizonyitasok értékelése azt jelentette, hogy meg-
kereste a legjobb valaszlehetdséget, azt négyesre, de gyakrabban 6tdsre értékelte, a tobbi
,,F0ssz” bizonyitas kozott pedig kiosztotta az alacsonyabb pontszamokat. Ha igaz lenne
ez a feltételezés, az elégséges magyarazatot nyujtana arra, hogy a deduktiv bizonyitasok
esetében mas életkori tendencia rajzolodik ki az adatokbodl, mint a tobbi négy tipusnal.
(2) A hetedikesek még nem tudjak igazabodl, hogy az iskolaban hogyan szokas Gtfokozata
skalan osztalyozni, ezért értékitéletiik kifejezédése bizonytalan. Ez elégséges magyarazat
lenne arra, hogy a hetedikesek a deduktiv bizonyitasokat relative alul-, a tobbi bizonyi-
tastipust relative feliilértékelik.

Az eldbbiekben emlitett két tényezével valoban szamolnunk kellett az eredmények
interpretacioja soran. Az elso felvetés altal jellemzett stratégia — mint késobb a szobeli
interjuk is megerdsitették — tobb esetben is alapvetd tesztmegoldasi modszer volt. Ez a
tény azért is nagyon fontos, mert alapot jelent a bizonyitasi képesség fejlettségét szam-
szerlien jellemzd mutatd kidolgozasahoz. Azonban ha igaz is lenne a legtdbb tanulora,
hogy el6szor megkereste a legjobb bizonyitast, ¢s a tobbi az alacsonyabb pontszamokat
kapta, ez a felvetés nem ad magyarazatot a tobbi bizonyitasi tipus értékelésében megjele-
no és kovetkezetesen megnyilvanulo kiilonbségekre.
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2. tablazat. A ,,Bizonyitasi feladatok” teszt feladataira adott valaszok atlaga és szordsa

A 2 az egyetlen paros primszam”

Evfolyam

Bizonyitas-
tipus

7. 9. gimn. 9. szki. 11. gimn. 11. szki.

Al s Atl. s Atl. s Atl. s Atl. s
Tekintélyelvii | 2,70 | 1,31 [ 1,69 | 1,00 | 1,94 | 1,16 | 1,56 | 0,88 | 1,75 [ 0,94
Ritudlis 298 | 1,35 2,55 | 1,24 | 2,75 | 1,26 | 249 | 1,16 | 2,59 | 1,26
Szimbolikus | 3,31 | 1,23 | 2,56 | 1,26 | 3,04 [ 1,28 | 2,36 [ 1,25 | 2,51 | 1,21
Empirikus | 3,66 | 1,17 | 3,16 | 1,19 | 345 | 1,10 | 3,24 | 1,16 | 3,28 | 1,16
Deduktiv 4,18 | 1,11 | 4,56 | 0,84 [ 429 | 0,96 [ 4,63 | 0,74 | 427 [ 1,03
,, A hdromszdg belsd szogeinek dsszege 180°”

Evfolyam

Bizonyitas-

tipus 7. i 9. gimn. i 9. szki. ’11. gimn. i 11. szki.

At | s | At s Atl. s Atl. s Atl. s
Tekintélyelvi [ 2,23 | 1,33 | 1,26 | 0,74 | 1,59 | 1,10 | 1,32 | 0,85 | 1,50 | 1,06
Ritudlis 3,56 11,32 ] 2,02 | 1,05 | 246 | 1,13 | 1,83 | 0,96 | 2,17 | 1,14
Szimbolikus | 3,12 | 1,10 | 2,96 | 1,22 | 3,26 | 1,13 | 2,78 [ 1,15 | 3,06 | 1,15
Empirikus | 4,05 | 1,19 | 3,27 | 1,15 | 3,13 | 1,22 | 2,22 | 1,01 | 2,72 | 1,22
Deduktiv 4,01 | 1,05 | 477 | 0,62 | 423 | 1,05 [ 477 | 0,72 | 4,38 [ 0,95
., Harom paratlan szam szorzata mindig paratlan”

Evfolyam

Bizonyitas-

tipus 7. i 9. gimn. i 9. szki. ’11. gimn. i 11. szki.

Al s Atl. s Atl. s Atl. s Atl. s
Tekintélyelvii| 2,82 | 1,43 [ 1,57 1,03 | 2,08 1,18 1,57 | 0,96 1,96 1,17
Ritualis 3,56 | 1,16 | 2,78 1,17 | 3,07 1,13 | 2,70 1,15 | 2,83 1,12
Szimbolikus | 3,12 | 1,30 | 3,20 1,39 | 3,13 1,22 | 3,58 1,40 | 3,03 1,38
Empirikus 4,05 | 1,09 | 2,81 1,25 | 3,46 1,13 | 2,64 1,12 | 3,15 1,17
Deduktiv 401 | 1,02 | 4,11 1,13 | 3,90 1,16 | 4,08 1,16 | 3,75 1,18
Az olyan szamok, amelyek 9362... szamjegyekkel kezdédnek, és utana csupa 0 all,
nem oszthatok 3-mal”’

Bi » Evfolyam
IZZ,Z );zsas— 7. 9. gimn. 9. szki. 11. gimn. 11. szki.
Atl. S Atl. S Atl. S Atl. S Atl. s

Tekintélyelvii | 1,96 | 1,26 | 1,25 | 0,62 | 1,56 | 0,99 | 1,25 | 0,70 | 1,51 | 0,90
Ritualis | 3,15 | 1,14 | 220 | 1,12 | 2,46 | 1,11 | 2,11 | 1,04 | 223 | 1,12
Szimbolikus | 3,15 | 1,16 | 2,66 | 1,22 | 2,67 | 1,18 | 2,45 | 1,17 | 2,57 | L15
Empirikus | 3,20 | 1,25 | 2,35 | 1,09 | 2,45 | 1,23 | 221 | 1,08 | 2,50 | 1,19
Deduktiv | 4,05 | 1,20 | 4,08 | 1,39 | 3,90 | 1,35 | 3,97 | 1,35 | 3,79 | 1,44

Megjegyzés: A mintaclemszamok, amelyekbdl az adatokat szamitottuk, az egyes évfolyamokon a kovetkezo-
képpen alakultak: 7. osztaly: 314-321 16, 9. gimn.: 337-342 16, 9. szki.: 259-263 16, 11. gimn.:
336-340 fo, 11. szki.: 266269 f6.
Roviditések: gimn. = gimnazium, szki. = szakkozépiskola, Atl. = Likert-skalan mért atlag,
s = sz0ras

335



Csikos Csaba

Az alacsonyabb életkorral egyiitt jaro értékelési bizonytalansaggal kapcsolatban azt a
kérdést érdemes megfontolni, hogy vajon milyen empirikus mutaté jellemezheti ezt a bi-
zonytalansagot. Ha ugyanis tényleg arrol lenne sz6, hogy a hetedikesek nem olyan kovet-
kezetesek az osztalyozasban, mint felsobb évfolyamos tarsaik, akkor ennek a nagyobb
szorasértékekben kellene megnyilvanulnia. A bizonytalansagot — ezzel szemben — az is
jelezheti, hogy a hetedikesek kevesebb egyes és 6tos osztalyzatot adnak, a véleményiik
kevésbé polarizalt, ez pedig alacsonyabb szorasértékekkel jar egyiitt. Az adatok azt az
elképzelést tamasztjak ald, hogy a legtobb bizonyitas-értékelésénél a hetedikesek szoras-
mutatoja nagyobb. Emlitettiik ugyanakkor korabban, hogy a hetedikesek populacidja he-
terogénebb a kozépiskolas populacioknal, igy nem tudhatd, hogy a magasabb széras mo-
gott kialakulatlanabb értékitélet, bizonytalanabb osztalyozas vagy a populacioé heteroge-
nitasa all. Véleményiink szerint mindharom tényezonek szerepe van a magasabb szoras-
értékek kialakulasaban.

A tablazat adatai alapjan levonhato kovetkeztetéseket két csoportra bontjuk: elészor
az egyes bizonyitastipusok adatainak feladatok és idGsor szerinti elemzését végezzik el,
majd az egyes évfolyamok eredményeit vizsgaljuk. A két szempont egymasra vetitésével
megfogalmazunk majd olyan észrevételeket is, amelyeket kés6bbi vizsgalatok igazolhat-
nak.

A tekintélyelvii bizonyitasok

A 3. tablazat a 2. tablazat sorainak kivonatolasaval késziilt, és csak a tekintélyelvii bi-
zonyitasokra vonatkozé adatokat tartalmazza. Nyilvanvald az adatokbol, hogy — bar
igyekeztiink tartalmi szempontbol valtozatos tekintélyelvii bizonyitasokat szerkeszteni —
a tanulok kovetkezetesen alacsony pontszamokat adtak azokra. A két utolso feladat te-
kintélyelvii bizonyitasai kozotti kiilonbség eléggé jelentsnek tlinik. Ennek oka az lehet,
hogy a ,,3 paratlan szam szorzata paratlan” feladatban a tekintélyelvii bizonyitas mar-mar
empirikusnak tekinthetd, hiszen konkrétan utal arra, hogy néhany esetet meg kellene
vizsgalni az allitas igazsaganak igazoldsa céljabol.

Az elvégzett paros t-probak kevés kivétellel szignifikans kiilonbséget jeleztek adott
évfolyamon beliil a kiilonboz6 tartalmu bizonyitasok atlagértékei kozott. Ilyen minta-
elemszam esetén nagyjabol 0,15 szdzadnyi kiilonbség mar 95%-os szinten szignifikans.
A tartalom szerint meglévé szignifikans kiilonbségeket kétféleképpen lehet interpretalni:
(1) A tartalomnak meghatarozé szerepe van abban, hogy a tanulok mennyire értékesnek
itélik a tekintélyelvi érvelést. (2) A tesztkészitd — legjobb igyekezete ellenére — egyszer
Htekintélyibb”, masszor kevésbé ,tekintélyi” bizonyitasokat szerkesztett. Az adatok €s a
konkrét opciok ismeretében azt mondhatjuk, mindkét tényez6 szerepe elvitathatatlan. Az
els6 esetben a kiilonbséget az magyarazza, hogy az iskolai tdrzsanyaghoz képest Ujszertl,
szokatlan allitasok esetében elfogadottabb a tekintélyi érvelés, mig a masik tényez6 hata-
sat az magyarazza, hogy esetenként mas bizonyitassémak elemei is beépiilhettek a tekin-
télyelvii bizonyitasokba, és ez altal azok értékesebbé valtak. A két hatotényezd kdzotti
jelentds kiilonbség abban all, hogy mig a tesztkészitd tevékenységében fellelhetd hibak
mindig konkrét feladatokhoz, opcidkhoz kothetok, addig a tartalom ismertsége és a te-
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kintélyelvii érvelés értékessége kozotti dsszefliggés tartalmak széles kdrében érvényes
lehet.

Az évfolyamok, iskolatipusok szerinti kiilonbségek vilagos tendenciakat rajzolnak ki.
A tekintélyelvii bizonyitasok a 7. osztalyosok korében a leginkabb elfogadottak, a gim-
nazistak esetében pedig alacsonyabb atlagokat talaltunk, mint a szakkdzépiskolasok ko-
zott. A mintak kozotti atlagbeli kiilonbségek matematikai statisztikai vizsgalatara szol-
galo6 variancia-analizis a szorasok kiilonbdzdsége miatt nem végezhetd el, de a Dunnett-
féle post-hoc analizis szerint az imént vazolt tendenciat statisztikai szempontbol relevans
kiilonbségek tamasztjak ala.

3. tablazat. A tekintélyelvii bizonyitdasi opciokra kapott atlag- és szordseértékek

Evfolyam
Feladat 7. 9. gimn. 9. szki. 11. gimn. 11. szki.
Atl. s Atl. s Atl. s Atl. s Atl. s

2,70 | 1,31 | 1,69 | 1,00 | 1,94 | 1,16 | 1,56 | 0,88 | 1,75 | 0,94

A 2 az egyetlen
paros prim”
,»A haromszog
belsé szogei”
,.Harom paratlan
szam szorzata”

223 | 1,33 | 1,26 | 0,74 | 1,59 | 1,10 | 1,32 | 0,85 | 1,50 | 1,06

2,82 | 1,43 | 1,57 | 1,03 | 2,08 | 1,18 | 1,57 | 0,96 | 1,96 | 1,17

,,3-mal oszt-
hatosag”

1,96 | 1,26 | 1,25 | 0,62 | 1,56 | 0,99 | 1,25 | 0,70 | 1,51 [ 0,90

Réviditések: gimn = gimnazium, szki. = szakkozépiskola, Atl. = Likert-skalan mért atlag, s = szoras

A ritualis bizonyitasok

Az eléfelmérés soran a ritudlis bizonyitasok nyiltvégl kérdések esetén ritkan fordul-
tak eld a tanuldi valaszok kozott. A ritualis bizonyitasi stratégia a tekintélyelvi meghala-
dasat jelenti abban az értelemben, hogy ebben mar jelen van a formai megfeleldségre to-
rekvés is. A ritudlis bizonyitast magasra értékeld személy altalaban azt értékeli, hogy a
bizonyitas ,,szokincse”, szerkezete emlékeztet a deduktiv bizonyitdsokéra. Valosziniisit-
hetd, hogy sok esetben a targyi tudas hidnya akadalyozza meg a tanul6t abban, hogy a
ritualis bizonyitasra alacsony pontszamot adjon. Feltételeztiik ezért, hogy a ritualis bizo-
nyitasok értékelése soran nagy szerepe van a tartalom ismertségének.

A harom paratlan szam szorzataval kapcsolatos feladat viszonylag magasabb atlaga
ismét annak koszonhetd, hogy a ritualis bizonyitdsopcidban empirikus, sét deduktiv bi-
zonyitasokra jellemzo elemek is helyet kaptak (konkrét eset vizsgalata, utalas teljes in-
dukcidra). A tekintélyelvii bizonyitdsoknal megfigyelt masik jelenséget — az allitas is-
mertsége és a bizonyitastipus értékessége kozotti Osszefiiggés — nem tapasztaltuk a ritua-
lis bizonyitasoknal.
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4. tablazat. A ritudlis bizonyitdsi opciokra kapott atlag- és szorasértékek

Evfolyam
Feladat 7. 9. gimn. 9. szki. 11. gimn. 11. szki.
Atl. s Atl. s Atl. s Atl. s Atl. s

wAZazegyellen | 5 gg | 35 | 2,55 | 1,24 [ 2,75 | 1,26 | 249 | 1,16 | 2,59 | 1,26

paros prim”

»Ahdromszdg | 3 14| 135 1 202 | 1,05 | 246 | 1,13 | 1.83 | 096 | 2,17 | 1,14

belsé szogei”

»Hérom paratlan | 5 50\ 4 61 078 | 117 (3,07 | 103 | 270 | 1,15 | 2.83 | 112

szam szorzata”

Sdmaloszt- 3 15y g4 1000 | 1,12 | 246 | 111 | 201 | 1,04 | 223 | 112

hatosag”
Réviditések: gimn = gimnazium, szki. = szakkozépiskola, Atl. = Likert-skalan mért atlag, s = szoras

Az iskolai évfolyam és iskolatipus szerinti kiilonbségekr6l ugyanazokat mondhatjuk
el, mint a tekintélyelvli bizonyitasokkal kapcsolatban: Leginkabb az altalanos iskolasok
adtak magasabb osztalyzatot, a szakkdzépiskoldsok mar alacsonyabbakat, és a gimnazis-
tak itélték meg legszigorubban ezeket a bizonyitdsokat. A gimnazista korosztalyok ko-
z6tti kiilonbség csak a haromszoges feladatban szignifikans, a két szakkdzépiskolai kor-
osztaly kozott viszont az elsé kivételével minden feladatban szignifikans kiilonbséget ta-
laltunk. Az 6t vizsgalt bizonyitastipus koziil a deduktiv mellett a ritualis bizonyitdsokban
volt a legkisebb killonbség a gimnazistak ¢és a szakkdzépiskolasok kozott.

A szimbolikus bizonyitdasok

A bizonyitasi képesség vizsgalatanak egyik alapkérdése, hogy a bizonyitas-fogalom
milyen mértékben kotédik a matematikahoz, a matematikai allitasokhoz. A kotdédés egyik
mércéje lehet, hogy az értelmetlen szimbdlum-manipulacié mennyire hasonld megitélés

ala esik matematikai és nem-matematikai tartalmak esetén.

5. tablazat. A szimbolikus bizonyitdsi opciokra kapott datlag- és szorasértékek

Evfolyam
Feladat 7. 9. gimn. 9. szki. 11. gimn. 11. szki.
Atl. K Atl. s Atl. s Atl. s Atl. s
»A2azegyetlen | 3 3y | o3 1 056 | 126 [ 3.04 ] 128 | 236 | 125 | 251 | 121

paros prim”
»Ahdromsz0g | 3 00 1 g 40 1 296 | 122 | 326 | 1,13 | 2,78 | 1,15 | 3,06 | 1,15
belsé szogei
,,Harom paratlan
szam szorzata”

Smaloszt | 3 15|16 | 266 | 122 | 2,67 | 108 | 245 | 1,17 | 257 | 115
hatosag

302 | 1,30 | 3,20 | 1,39 | 3,13 | 1,22 | 3,58 | 1,40 | 3,03 | 1,38

Roviditések: gimn = gimnazium, szki. = szakkozépiskola, Atl. = Likert-skalan mért atlag, s = szoras

338



Bizonyitasi stratégiak megitélése 10—17 éves korban

A szimbolikus bizonyitasok tanuloi értékelése soran minden bizonnyal tobb szempont
is érvényesiilt. Valosziniileg jelen volt a szimbolum-manipulacidoval mint altalanos ma-
tematikai bizonyitasi stratégiaval kapcsolatos tudas. Masrészt nyilvanvaldan szerepe volt
a targyi tudasnak is, harmadsorban pedig ki kell emelniink az affektiv szféra kiilonds
fontossagat. A matematikai jelek vilagaval szembeni ellenérzések, vagy éppen a mate-
matikai levezetések figyelmes atnézésére vald hajlandésag mind-mind meghatarozhattak,
hogy végiil milyen osztalyzatot adott a tanuld a szimbolikus bizonyitasra. A ,3 paratlan
szam szorzata” feladatban kiilondsen nehéz volt észrevenni, hogy a formalis szamitasok
eredményeként adodo algebrai kifejezésbdl levont kovetkeztetés nem korrekt. A tobbi
feladatnal az el6z0 két externalis bizonyitastipushoz hasonlé tendencidkat fedezhetiink
fel a szamsorokban. Nyilvanvalo kiilonbség ugyanakkor, hogy a tekintélyelva és ritualis
bizonyitasokhoz képest az atlagok a legtobb esetben magasabbak Mivel mindharom
externalis bizonyitastipusra matematikai szempontbo6l az jellemzd, hogy nem visz koze-
lebb az allitas nyilvanvalova tételéhez, a szimbolikus bizonyitasok folényét annak tulaj-
donitjuk, hogy matematikai kontextusban a matematikai jelek megjelenése a tanulok
szamara értékesebbé teszi azt.

Az empirikus bizonyitasok

6. tablazat. Az empirikus bizonyitasi opciokra kapott atlag- és szordasértékek

Evfolyam
Feladat 7. 9. gimn. 9. szki. 11. gimn. 11. szki.
Atl. s Atl. s Atl. s Atl. s Atl. s

3,66 | 1,17 | 3,16 | 1,19 | 3,45 | 1,10 | 3,24 | 1,16 | 3,28 | 1,16

A 2 az egyetlen
paros prim”
~Ahdromsz0g | 3 g7 1y 19 [ 327 | 115 [ 3,03 | 122 | 222 | 1,01 | 272 | 1.22
belsd szogei
,,Harom paratlan
szam szorzata”
,,3-mal oszt-
hatosag”

4,05 | 1,09 | 2,81 | 1,25 | 3,46 | 1,13 | 2,64 | 1,12 | 3,15 | 1,17

320 | 1,25 | 2,35 | 1,09 | 2,45 | 1,23 | 2,21 | 1,08 | 2,50 | 1,19

Réviditések: gimn = gimnazium, szki. = szakkozépiskola, Atl. = Likert-skalan mért atlag, s = szoras

A legvaltozatosabb tanuldi véleményeket az empirikus bizonyitasokkal kapcsolatban
talaltuk. Korabban mar emlitettiik, hogy az empirikus bizonyitasok szempontjabol jelen-
tds kiilonbség van az univerzalis kvantort tartalmazo €és azt nem tartalmazo allitasok ko-
zo6tt. Ugyancsak kiilonbség adodhat a balacheff-i értelemben kiilonb6zé empirikus bizo-
nyitasok megitélése kozott. Az empirikus szint Harel és Sowder rendszerében is tobb
alszintre tagolédik, de sok tipus geometriai tartalmakhoz kotddik. Eppen ezért az empiri-
kus bizonyitasoknal nem varhattuk a atlagok megegyezését kiilonbozo tartalmak esetén.
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A deduktiv bizonyitasok

Val6szintileg nagyon sok tanul6 esetében a bizonyitasok értékelésének stratégiaja ma-
gaban foglalta a legjobb bizonyitas megkeresésének fazisat. A deduktiv bizonyitasok
folismeréséhez ugyanakkor — legnagyobbrészt a ritualis és szimbolikus bizonyitasok je-
lenléte miatt — sziikség volt az adott témakorhoz kapcesolddo ismeret jellegii tudaselemek-
re is.

Ami a deduktiv bizonyitasok értékelésével kapcsolatban szembetling, az a két utolsé
feladatra adott szignifikansan alacsonyabb atlagok, amely a hetedikesek kivételével min-
den populécidban jellemz6 volt. A paratlan szamok szorzatara vonatkozoé allitas esetében
magyarazatot jelent, hogy a szimbolikus bizonyitasok ennél a feladatnal jelentésen maga-
sabb osztalyzatokat kaptak, és a mar emlitett legjobb valaszt keresd stratégia miatt sok
tanulonal a deduktiv bizonyitas a masodik helyre keriilt.

7. tablazat. A deduktiv bizonyitdsi opciokra kapott atlag- és szorasértékek

Evfolyam
Feladat 7. 9. gimn. 9. szki. 11. gimn. 11. szki.
Atl. K Atl. s Atl. s Atl. s Atl. s
»AZazegyetlen |y qg |y 11 | 456 | 0,84 | 429 | 096 | 4,63 | 074 | 427 | 1,03
péros prim
,»A haromszog
belsé szogei”

»Hérom paratlan 1 1y 05 | 411 | 1,13 {390 | 1,16 | 408 | 1,16 | 375 | 1.18

szam szorzata”

4,07 | 1,05 | 4,77 | 0,62 | 423 | 1,05 | 4,77 | 0,72 | 4,38 | 0,95

,,3-mal oszt-
hatosag”

4,05 | 1,20 | 4,08 | 1,39 | 3,90 | 1,35 | 3,97 | 1,35 | 3,79 | 1,44

Réviditések: gimn = gimnazium, szki. = szakkozépiskola, Atl. = Likert-skalan mért atlag, s = szoras

Evfolyamok, iskolatipusok szerinti kiilonbségek

A matematikai bizonyitasi teszt egyik figyelemre méltd, &m korantsem varatlan ered-
ménye, hogy kovetkezetesen megnyilvanuld kiilonbségek vannak az egyes évfolyamok,
valamint a kdzépiskoldsok kdorében a gimnazistdk és a szakkdzépiskoldsok kozott. Nincs
elegendd informacionk ahhoz, hogy megmondjuk, a kiilonbségekbdl mennyi vezethetd
vissza az egyéni fejlédési mutatok Osszegének kiilonbségére, és mennyi az iskolarend-
szerben megvalosulo szelekciora. Egy masik probléma, ami miatt nem beszéltiink eddig
fejlodésrol, a mérdeszkoz sajatossagaiban keresendd. Nyilvanvalo, hogy onmagukban a
bizonyitasi sémakra adott osztalyzatok nem fejeznek ki fejlettséget. A fejlettség norma-
orientalt értékelésére egy mutatdoszamot fejlesztettliink ki a Likert-skalas adatokbol (Csi-
kos, 2000).

Ha az eddig bemutatott adatok alapjan kvalitativ jellemzést szeretnénk adni arrol,
hogy az egyes évfolyamokon ¢€s iskolatipusokban hogyan értékelik a tanuldk a kiillonb6z6
matematikai bizonyitasokat, a kdvetkez6 megallapitasokat tehetjiik:
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— A hetedik osztalyosokra a kozépiskolasoknal nagyobb mértékben jellemzé az
externalis bizonyitastipusok (tekintélyelvii, ritualis, szimbolikus) talértékelése.

— A kilencedikes és tizenegyedikes kozépiskolasok kdrében a rituélis és deduktiv bi-
zonyitasok esetében kisebb, a tekintélyelvii bizonyitasok esetében nagyobb, de a
kiilonbozo allitasoknal kovetkezetesen megnyilvanulo kiilonbségek vannak. Az
empirikus és szimbolikus bizonyitasok megitélése kiilonbségének eldjele a tarta-
lommal egyiitt valtozhat.

— Az atlagokat tekintve a szakkozépiskolasok a hetedikes altalanos iskolasok és a
gimnazistak kozott helyezkednek el.

A ,, Gondolkodtato feladatok’-ban nyujtott tanuloi teljesitmények jellemzése
A ,,Gondolkodtato feladatok” meglehetdsen heterogén teszt, amely inkabb szubtesz-
tek halmazanak tekinthetd. Az elso két feladat alapvetd empirikus jellemzdit a ,,Bizonyi-

tasi feladatok™ teszthez hasonlé modon k6zoljiik.

8. tablazat. A ,, Gondolkodtato feladatok” teszt elsé két feladatan tapasztalt valaszok at-
laga és szorasa

A Fold gombolyii”
N y Evfolyam
ZZZ;):SM- 5 7. 9. gimn. 9. szki. 11. gimn. 11. szki.

Atl. s Atl. K Atl. K Atl. s Atl. s Atl. K
Tekintélyelvii | 3,28 [ 1,09 | 2461132147 (0,85]1,87]11,08[1,45[0,83] 1,81]1,04
Ritualis 2,4511,2312,09(1,04]1,56[0,88]1,70|0,86] 1,37 0,61 | 1,69 0,84
Szimbolikus | 3,20 | 1,20 | 2,86 | 1,21 [ 243 [ 1,18 | 2,48 | 1,13 | 2,32 [ 1,19 | 2,76 | 1,26
Empirikus | 3,68 | 1,21 | 3,63 | 1,11 [ 3,11 | 1,15 (3,22 (1,21 [ 2,96 | 1,22 |3,14 | 1,22
Deduktiv 403 [1,13]14,16]0,96 422 (1,05(4,291]0,95]3,90]| 1,15(3,84 (1,12
., Nem ég a varoshaza”

E\{folyam

5. 7. 9. gimn. 9. szki. 11. gimn. 11. szki.

Atl. s Atl. s Atl. K Atl. s Atl. s Atl. K
Tekintélyelvii | 3,53 [ 1,46 12,98 1149 | 1,78 [ 1,11 | 2,37 1 1,38 [ 1,66 | 1,03 | 2,17 | 1,28
Ritualis 389 (1,23]338(127]2,54(1,32]3,111,26]2,32]|1,27(3,06 | 1,30
Szimbolikus | 3,60 | 1,20 | 3,46 | 1,22 [ 3,03 | 1,26 | 3,25 [ 1,30 [ 2,75 | 1,22 | 2,95 | 1,22
Empirikus | 3,08 | 1,18 | 2,80 | 1,05 [ 2,41 | 1,15]2,52 (0,99 |2,44]1,14|2,47 [ 1,16
Deduktiv 3,89 (1,074,001 [1,05]4,34(096]3,92|1,17]4,39|1,03|3,88]1,16

Roviditések: gimn = gimnazium, szki. = szakkozépiskola, Atl. = Likert-skalan mért atlag, s = szoras

Bizonyitas-
tipus

A ,,Gondolkodtato feladatok™ tesztjében az els6 két feladat formailag teljesen azonos
volt a matematikai bizonyitasi feladatokkal. Tartalmi szempontbol az elsé feladat termé-
szettudomanyi - vagy akar hétkdznapi - jelleglinek szamitott. A masodik feladat eredeti-
leg egy logikai feladvany volt (a forrast Polos és Ruzsa (1987) jelentette), de tobben nem
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ismerték fel a matematikai jelleget. A tablazat adataibol megallapithato, hogy a logikai
feladat bizonyitasait a kozépiskolasok teljesen hasonloan értékelték, mint a matematikai
bizonyitasi feladatokat. Az altalanos iskolasok esetében ugyanakkor a deduktiv bizonyi-
tasokra adott alacsonyabb pontszamok, valamint a ritualis és szimbolikus bizonyitasok
tulértékelése jellemz6. A szimbolikus bizonyitasok tulértékelése azért szembetiind, mert a
feladat szovege alapjan nem volt varhato, matematikaban szokdsos szimbolumok meg-
Jjelenése. Amikor azonban szembetalaltak magukat ezzel a lehetséges opcioval, magas
pontszammal értékelték.

Mivel a matematikai bizonyitasi teszt nem szerepelt 6todik osztalyban, ezért a f6bb
bizonyitasi sémak megitélésének az altalanos iskolai szakaszra es6 valtozasat e két fela-
dat segitségével vizsgalhatjuk. Az 6todikesek és a hetedikesek atlagait Gsszehasonlitva
azt talaltuk, hogy a deduktiv bizonyitasok megitélése nem kiilonbozik jelentésen (p=0,60
ill. p=0,10 valdszinliség mellett). Jelentds kiilonbség van ugyanakkor mindkét esetben a
tekintélyelvl és a ritualis bizonyitasok megitélésében (p<0,01, mindkét esetben). A ritu-
alis bizonyitasok megitélése - mint korabban emlitettiik - jelentds mértékben fligghet a
témakorben megszerzett ismeret jellegli tudaselemektdl. A tekintélyelvii bizonyitasok
megitélése ezzel szemben nagyobb mértékben egy bizonyitasi-érvelési stratégia megité-
1ését jelentheti, és nem ismeretek meglétének vagy hianyanak értékelését.

Osszegzés

Tanulmanyunkban az allitasok igazolasaval kapcsolatos gondolkodasi folyamatok érté-
kelését és ezen keresztiil a fejlodési tendenciak feltérképezését tiiztiik ki célul. A bizo-
nyitasi képességnek egy fontos részteriiletét valasztottuk elemzésiink targyaul: Iskolasko-
ra tanuloink hogyan értékelnek adott allitasokhoz tartozé kiilonbdzdé bizonyitasokat. A
feladatokban szereplé bizonyitas-tipusok meghatarozasa kiilonboz6é tudomanyteriiletek
bizonyitas-fogalmainak elemzése alapjan legnagyobb részben Harel és Sowder (1998)
miivére épiilt. A vizsgalt 6t bizonyitastipus (tekintélyelvii, ritualis, szimbolikus, empiri-
kus és analitikus) alkalmazasa lehet6vé tette a bizonyitasokkal kapcsolatos gondolkodasi
folyamatok értékelését. A fejlodési tendenciak megallapitasa céljabol négy évfolyamot
(5., 7., 9. és 11.) feloleld keresztmetszeti vizsgalatot végeztiink csaknem kétezer tanuld
bevonasaval. A felhasznalt méréeszkozok kifejlesztése soran egy korabbi eléfelmérés
adataira tamaszkodtunk. A kapott eredmények megerdsitik hipotézisiinket, miszerint 1é-
tezik egy lényegében tartalom-fliggetlen képességrendszeriink, amely a gondolkodas kii-
16nb6z6 szintli komponenseit tartalmazza, és amelynek felhasznalasaval lehetové valik
kiilonbdz6 bizonyitasi, érvelési tipusok értékének megallapitasa.
Az iskolai tanitas-tanulas gyakorlata szamara kutatasunk fontosabb eredményei:
1) 5. osztalyban a tanulok még sokszor elfogadjak a tekintélyre hivatkozast bizonyi-
tasként, de az ilyen tanulok aranya 7. osztalyra jelentdsen csokken.
2) Az értelem nélkiili szimbolum-manipulacié valamennyi évfolyamon talértékelt. A
matematikai bizonyitasokkal még nem talalkozott 5. osztalyosok nem-matematikai
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tartalom esetén jelentésen magasabb értékeket adtak a matematikai jeleket értel-
metlen médon folhasznalé érvelésre.

3) A példakkal alatamasztas, amely az empirikus bizonyitasok egyik gyakori forma-
ja, relative alulértékelt. Hangsulyozni kell, hogy csak akkor van értelme deduktiv
formalis bizonyitasokat tanulni és tanitani, ha szem eldtt tartjuk az atjarhatosag
(1d. Nagy, 1985) kritériumat. Sok esetben fontosabb ismerni a csodalatos 3, 4, és

5 cm-es oldalakbol all6 derékszogli haromszdget, mint Pitagorasz tételét.
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ABSTRACT

CSABA CSIKOS: 10-17 YEAR-OLD STUDENTS' JUDGMENTS ON PROVING STRATEGIES

The focus of this study is the nature and development of reasoning processes (so-called
proving ability) that allow for verifying logical statements. Students' judgments on different
proofs of a given statement can be considered as important indicators of proving ability. In
order to categorize different proof types, in this investigation proof concepts of philosophy,
mathematics and jurisprudence are reviewed. Two tests of proving ability were administered
to 1944 students from grades 5, 7, 9 and 11. The tests contained statements five different
proofs that were categorized — based on Harel and Sowder's taxonomy — as authoritarian,
ritual, symbolic, empirical and analytic. The proof types were constructed on the basis of a
pilot study that set as an aim to let students allow writing many types of proofs to open-
ended tasks. Students scored the different proofs on a five-point Likert-scale. From the
aspect of educational practice, the main results of this study are: (1) Fifth-graders accept
authoritarian arguments more often than older children do. (2) In each age group,
meaningless symbol-manipulation is over-valued. Even in case of non-mathematical content
there is a tendency to give higher scores to meaningless symbol-manipulations. (3) In each
age group, empirical proofs are relatively under-valued. Since students' judgments can
largely be traced back to math teachers' bias towards symbolic proofs, mathematics can play
an important role in fostering the development of proving ability. Practical considerations
about the results of the present investigation may involve emphasizing the importance of
‘exploring the territory’ before proving a statement. Developmental tendencies revealed by
cross-sectional comparisons may be relevant for teacher educators and also for textbook
writers and curriculum.
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