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Az iskolai matematika tananyag elsajatitdsaban fontos szerepet toltenek be a begyakor-
lott gondolati miiveletek, az algoritmizalt megoldasok. Tény, hogy az ismeretek alkal-
mazasa szamos reprodukcids lehetéséget kinal. A tanuld egy-egy problémaval szembe-
keriilve gyakran akaratlanul is hasonlé feladatok utan kutat az emlékezetében. Am a ma-
tematika gazdagabb annal, hogy reprodukalhaté gondolkodasi sémakba foglaljuk. Prob-
lémamegoldaskor a probalkozasok, kreativ kisérletek nélkiilozhetetlenek. Ha az alkal-
mazott médszer nem megfeleld, esetleg egy masik az lesz. A megoldas érdekében mo-
dosithatjuk a probléma adatait, megvaltoztathatjuk ezek egymashoz val6 viszonyat, kap-
csolataikat. A gondolkodas flexibilitdsat megkivand problémaszituaciokat jol mutatjak
be a (matematikai) fejtdrok, amelyekhez ugy tlinik, sok tanuld vonzddik. Vizsgalatunk-
ban az ilyen ,,szdérakoztat6” feladatok megoldasa és a tanitdsi-tanulasi folyamat soran
osztalyzatban kifejezett matematikai teljesitmény kapcsolatat kiséreltiik megkozeliteni.
A felmérésbe bevont 5. és 7. osztalyos tanuldk dsszlétszama 826 6 volt. Adataink meg-
erdsitik azt a tapasztalatot, hogy az altalanos iskolds életkorban az altalaban jobb ké-
pességti tanulok altalaban jobb jegyeket kapnak (Csapo, 1998).

Fejtorok, belatasproblémak

A flexibilis gondolkodas Dreyfus és Eisenberg (1998. 275. 0.) meghatarozésa szerint a
probléma ,,belsejébe” jutas képességét foglalja magéaban, és azt, hogy képesek vagyunk
tobb kiilonbozd aspektusbdl nézni azt. A flexibilitast igényld feladatok illusztralasara a
két kutato megemliti a kovetkezé geometriai fejtorét: Epitsiink 6 fogpiszkaléval négy
egyenld oldalui haromszoget! A megoldas lényege a feladatszituacid lehetdségeinek a
felismerése: a térben kell egy tetraédert 6sszerakni. A kezdeti sikbeli probalkozasoktol a
térbeli megoldasig az ismeretek atszervezddése, egy (a sikbeli alakzatot meghatarozo)
hallgatélagosan elfogadott feltétel atértékelése (atstruskturalodas) vezet el. Ez a felisme-
rés esziinkbe kell juttassa: A ,hat gyufaszal probléma” az alaklélektani eredetii, de mo-
dernebb kognitiv pszicholdgiai vizsgalatokban szerepet jatszo belatds folyamatahoz kot-
hetd probléma (Mayer, 1979. 65. o.). Ezért célszertinek gondoltuk, hogy a flexibilis
problémamegoldas vizsgalatara alkalmas tesztlapok 0sszeallitdsahoz (hasonlo rendelke-
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zésre allo feladatok felderitése, Gijabbak kifejlesztése céljabol) részletesebben foglalkoz-
zunk a belatas (insight, Einsicht) fogalmaval.

A kovetkezékben roviden felvazoljuk a témank szempontjabdl fontosabb nézeteket.
Miel6tt azonban erre ratérnénk, szeretnénk alahuzni, hogy a belatas jelenségének alapo-
sabb megismeréséhez kivanatos a relevans szakirodalom tanulméanyozasa. Ekkor mé-
lyebben megértheték az attekintésiinkben részletesebb kifejtés nélkiil szerepld pszi-
chologiai elmélettoredékek, valamint fellelhetdk mas elképzelések.

Mindezek elérebocsatasa utan elméleti kiindulasként megkiséreljiik elhelyezni a be-
latast a problémamegoldas kutatasi teriiletén: a nem rutinproblémak esetében a prob-
léma-reprezentdcio és a produktiv gondolkodas problematikaja (Mayer, 1995). Csak-
hogy ez a megfogalmazas — még els6 kozelitésként is — tilsagosan elnagyoltnak tiinik,
mivel a hatarok elmosddnak.

Vitathato példaul a reproduktiv és a produktiv gondolkodas szétvalasztasa. Tudniillik
elfogadhat6 az a kijelentés, hogy minden gondolkodas alapvetd sajatossaga a produkti-
vitas (Lénard, 1984). Pontosabban: Nem rutinproblémak megoldasakor beszélhetiink-e
pusztan reproduktiv gondolkodasrol? A memoria intellektualis miikddése sziikséges, de
nem elégséges. Vagyis ebben a kontextusban nem redundans-e a produktiv gondolkodas
terminus?

Ugyancsak felvet6dott mar, hogy az ugynevezett rutinproblémak megoldasa te-
kinthet6-e valodi problémamegoldasnak (Schoenfeld, 1985). Még ha erre a kérdésre
megengednénk az igen valaszt, a rutinproblémak kore akkor is csak rendkiviil sziik terii-
letet képezne a problémamegoldas vizsgalataban. A rezidualis kategéria, a nem rutin-
problémak osztalya tl bé lenne a belatas jelenségének a megragadasahoz. Lényegében
hasonlé mondhatd el a probléma-reprezentacio kapcsan. A problémamegoldas egyik
legismertebb fogalmat vétek csupan a belatas fogalmahoz kotni.

Mindezt dsszegezve azt mondhatnank, a belatas alig vagy egyaltalan nem kiiloniil el
a problémamegoldastdl. A belatas elhatarolasahoz — amennyiben lehetséges — a jelenség
tovabbi megkdzelitése sziikséges.

A belatas megnyilvanulasanak kovetkezd jellemzdit ajanlatos figyelembe venni. A
belatas (1) varatlanul, meglepetésszeriien jelentkezik, (2) spontdn valtoédik ki, (3) hirte-
len, atmenet nélkiil kovetkezik be, végiil (4) a korabbi vagy, torekvés teljesiilése utan a
fesziiltségoldo hatasaval az elégedettség atélését idézi eld (,,Aha!” élmény) (Seifert,
Meyer, Davidson, Patalano és Yaniv, 1995). Marmost annak értékelése, hogy bizonyos
feladatok megoldasa belatassal tortént, elvégezhetd ugy, hogy a problémamegoldas fo-
lyaman a megolddval idonként jeleztetjiikk, mennyire kozelinek érzi a megoldast
(feeling—of—warmth judgements). Ha a belatasproblémak megoldasa varatlanul és hir-
telen sziiletik, akkor a belatas jelenségénél az itéletek ugrdsszerii valtozasa varhatd
(Metcalfe, 1986; Metcalfe és Weibe, 1987, lasd még Davidson, 1995). Ez 6sszhangban
van az alaklélektani felfogassal.

Az el6z6 sajatossagoknak megfeleléen, empirikus vizsgalati eredmények alapjan
megadhatnank a belatasproblémak osztalyat. Ezzel kapcsolatban Weisberg (1995) fi-
gyelmeztet arra, hogy a felosztas elvégzéséhez elengedhetetlen az adatgy(ijtés, mas szo-
val elméleti alapokra nem tamaszkodhatunk. Felveti, hogy a besorolas meg a besorolas
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igazolasa is az empirikus adatokra épiil. Raadasul vannak problémak, amelyek ebben a
csoportositasban belatasproblémak, viszont az alaklélektani felfogas szerint nem azok.

A dolgot tovabb bonyolitja, hogy egyes beldtasprobléemak (példaul a ,kilenc pont
probléma”; lasd Horvath, 1986, 260. 0.) megoldasa olyan mentalis folyamatoknak tulaj-
donithatd, mint a felidézés, a hipotézis ellenérzés, a multbéli tapasztalatokon alapuld
proba-szerencse megkozelités, s igy a beldtas terminus haszontalan lehet (Weisberg és
Alba, 1981, 1982; Seifert és mtsai, 1995). Ehhez a nézethez kozel allnak azok a mo-
dellek, amelyek az alaklélektani atstrukturalodast az informaciofeldolgozas fogalmaival
magyarazzak (Keane, 1989; Ohlsson, 1984a, 1984b).

A nehézségeket jellemzi, hogy Sternberg és Davidson elmélete (Three—Process
Theory of Insight) (Davidson, 1986; Davidson és Sternberg, 1986. idézi: Davidson,
1995) szerint a belatas elemzésekor voltaképp harom folyamat kiilonithetd el: (1) a sze-
lektiv kodolas (selective encoding), (2) a szelektiv kombindcio (selective combination) és
(3) a szelektiv sszehasonlitas (selective comparison). Ahhoz, hogy ezek a folyamatok
valoban belatasra utaljanak, nem jelentkezhetnek mindjart a problémaval szembekeriilve.
De ha fellépnek, az csak hirtelen torténhet, és egyuttal a probléma-reprezentacio valtoza-
sat kell, hogy eredményezzék. Valdszinlleg mas folyamatok is sziikségesek. Az elmélet
folyamatorientalt, hiszen egy probléma belatassal és belatas nélkiil is megoldhatd, azaz a
kiilonbség nem a produktumban nyilvanul meg.

Azonban Weisberg (1995) ramutat, hogy Sternberg és Davidson nem adott szem-
pontokat a problémak osztalyozasahoz. Kiemeli, hogy a szerzok fliggetlen bizonyitékok
nélkiil jellemzik a széban forgo folyamatokkal az adott feladatok megoldasat. Egyszers-
mind lényeges az a megallapitisa, hogy a belatas fogalmat a hagyomanyosnal tagabb
értelemben hasznaljak, kovetkezdleg néhany atstrukturalodas nélkiil megoldhatod prob-
1émat is belatasproblémanak tekintenek.

Ezen a ponton ugy tiinik, a belatasnak nincs egységes elmélete. Ugyanazon problé-
mara (lasd a ,,kilenc pont probléma”) vonatkozoé adatokbol a kutatok szembenalld kovet-
keztetéseket vonnak le. Az ellentmondasok egyik lehetséges forrasa a belatds terminus
eltéré hasznalata. Persze eléfordulhat, hogy a vizsgalatokban alkalmazott feladatok nem
mindegyike belatasprobléma. Mindezen indokok alapjan azt tartottuk helyesnek, hogy a
merésiinkben egy rendszeres taxonomia alapjan valasztjiuk ki feladatainkat, és ugy don-
tottliink, Weisberg (1995) relative konnyen hasznalhatd problémarendszeréhez folyamo-
dunk. A tovabbiakban ezt ismertetjiik.

Weisberg a problémak osztilyozasahoz a belatas alaklélektani definiciojabol indult
ki, miszerint belatasrdl akkor beszéliink, ha a problémahelyzet atstrukturalodasa vezet a
probléma megoldasahoz, azaz megvaltozik a probléma-reprezentacid. Kovetkezésképpen
érdemes vazlatosan attekinteniink, miképpen vélekedtek a belatas jelenségérdl az alaklé-
lektan eléfutarai, képviseldi. Ot elgondolast emeliink ki (Horvdth, 1986; Léndrd, 1984;
Mayer, 1979, 1995).

1) Otto Selz komplexumelmélete szerint egy probléma megoldasat az adott és az el-
érend6 elemek koherens struktiraba foglalasa jelenti. Vagyis a belatas egy
komplexum kiegészitése. A kiegészités adott célnak megfeleld, a gondolkodasra
szkematikus anticipacio jellemz6. (Lasd Selz 1910-20-as években irt tanulma-
nyait.)
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2) Kéhler (1929, 1969) a vizualis informdcio dtszervezésében, a probléma mdsként
latasaban véli a belatas 1ényegét. Ez a felfogas a belatas vizualis természetét he-
lyezi el6térbe.

3) A probléma ujraértékelése, ujraértelmezése Duncker (1945) szerint vonatkozhat a
célra vagy az adott informaciora. Az egyes megoldasi javaslatok bizonyos megol-
dasi elvet rejtenek, ugynevezett funkcionalis értéket hordoznak. A probléma
megoldasa a funkcionalis megoldasok fokozatos specializalodasaval, konkretiza-
l6dasaval torténhet. A dolgok ujraértékelésében kiilso forras segithet.

4) A probléma megoldasat gatlo tényezdok elimindlasat érthetévé teszi a gondolkoda-
si merevség. A mar megismert funkciondlis kétottség €s a beallitodas (Einstellung
vagy problem-solving set; Luchins, 1942; Luchins és Luchins, 1950) jelenségei
elevenithetdk itt fel.

5) Wertheimer (1945/1959) a belatast kapcsolatba hozza az analog gondolkodassal.
Vizsgalatai illusztraljak, hogy egy adott problémaszituacioé strukturdjanak megis-
merésével nyert tudas alkalmazhato egy ijabb helyzetben. Noha az asszociacios
pszichologusok ugyantigy hangstlyozzak a multbeli tapasztalatok szerepét, itt
tobbrél van szo.

Osszefoglalva megallapithato, hogy a belatas fogalma a problémastruktiira megérté-
sével kapcsolatos. A hangsuly a bels6 aspektuson, a probléma relacioinak, struktirajanak
a megragadasan s atfogasan van. Ezért az alaklélektan szellemében a gondolkodasi tevé-
kenység magyarazata olyanfajta problémakkal kereshetd, amelyek valodi struktirai nem
leplezetlenek, ahol a szituaciok kdnnyen félreinterpretalhatok.

Ezzel eljutottunk a problémak osztalyozasahoz (Weisberg, 1995). Az a tény, hogy
belatasproblémaval szembekeriilve a belsé 1ényeg nehezen appercipialhato, felveti azt a
kovetelményt, hogy ekkor a gondolkodasban diszkontinuitas mutatkozik. A megoldd
kezdeti megkozelitése terméketlen, ezért mdsképpen kell probalkoznia. Am nem minden
diszkontinuitas datstrukturaléddas eredménye, hiszen ijabb megoldasi javaslat keletkezhet
a problémaszituacio atértékelése nélkiil is. Esetiinkben azok a problémak érdekesek, ahol
megvaltozott a kezdeti probléma-reprezentacié. Vilagos, hogy ezek lehetnek a belatds-
problemak. A mondottakbdl kitiinik, hogy tovabbi megkiilonboztetés indokolt. Azok a
problémak, amelyek esetében az atstrukturalédas lehetséges, de nem feltétleniil, egy
alosztalyt képezhetnek, és a nem tiszta (hybrid) belatasproblémdk kifejezéssel kiilonit-
hetdk el a tiszta (pure) beldtasproblémaktol. Ki kell még emelniink egy igen 1ényeges
korlilményt: ebben a rendszerben a , hat gyufaszal probléma” (a szerzé szerint) tiszta
belatasproblema (Weisberg, 1995. 192. 0.).

Modszer

A méroeszkozok

Mint tudjuk, ismerettel, tantargyi témakkal egybefon6dé kérdések megoldasaban a
gondolkodasi tevékenység nem lehet eredményes, ha a gondolkodo személy nem rendel-
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kezik megfeleld szakismerettel. A mérés céljanak megvalositasahoz tehat el kellett ke-
riilni, hogy a matematikai eléismeretek hidnya, illetdleg a matematikai fogalmak tiszta-
zatlan voltabol eredd hibak a feladatmegoldas akadalyai legyenek. Igy — a matematikai
tartalomhoz nem ragaszkodva — olyan feladatokat valasztottunk, amelyek megértéséhez
€s megoldasahoz sziikséges tudast a tanulok nagy valdszintliséggel birtokoljak. Mas kér-
dés, hogy a gondolkodas értelmezésében jelentds kiilonbségek lehetnek, ha a proble-
mamegoldast fejtord feladatok vagy matematikai problémak tiikrében tanulmanyozzuk
(Horvath, 1986. 264. o0.).

Szinte természetes, hogy a megfeleld validitas érdekében a tesztek készitése soran a
validnak elfogadott ,hat gyufaszal probléma”-hoz viszonyitottuk a tovabbi fejtéroket.
Kovetkezoleg a feladatok tobbségét (Weisberg taxonomikus strukturajat és besorolasait
kovetve) tiszta belatasproblémakbol (1asd Weisberg, 1995. 192—193. o.) valogattuk 6sz-
sze.

A tobbi feladatot a kovetkezd 1épések (Gick és Lockhart, 1995. 207. 0.) alapjan szer-
kesztettiik, vagy a szakirodalombol gytjtottiik: (1) Valasztunk egy kétértelmiien leirhatd
dolgot. (2) A dolgot jel616 szot a dominans jellemzd automatikus felidézését eredménye-
z6 semleges kontextusba agyazzuk. Nyilvanvalo, hogy egy koznapi helyzetben az ural-
kodd vonas érvényessége varhatd (lasd még Horvath, 1986; Solso, 1988). (3) Meg-
fogalmazunk egy, az elobbitdl tartalmilag eltérd, manifesztalodasat tekintve gyengébb
sajatsag felelevenitését megkdveteld problémaszituaciot.

Vilagitsuk meg az eljarast egy példaval. (1) Egy papagdj lehet ¢l6 vagy élettelen.
Kétségkiviil mindennapi gondolkodasunkban az €16 példany interpretacié a dominans.
(2) Képzeljiik el, hogy egy macska lopakodva megkézeliti a neki hattal allo papagdjt,
aztan egy nagyobb ugrdssal raveti magat, és megragadja a madarat. (Kozismert, hogy a
macskafélék aldozataikat lopva kozelitik meg, majd rendszerint hatalmas ugrassal beér-
ve, mancsaikkal a foldre rantjak és fogaikkal végeznek vele.) A kezdeti sztereotip szo-
vegkeretben tehat onkéntelen €16 papagajra, a dominans jelentésre gondolunk. (3) A
problémat az a tovabbi koriilmény jelenti, hogy a papagdj mindvégig meg sem moccant,
56t egy hangot sem hallatott. Az eset b0 vitett, most mar teljes leirasaban a korabbi gon-
dolatunk (a papagdj €/) kapcsan ,,furcsa”, elfogadhatatlan a megtamadott madar ,,viselke-
dése”. A problémahelyzet (valami ,,nem stimmel”) megoldasahoz a masik (masodlagos
érvényességll) tulajdonsag el6hivasa, azaz annak meglatasa sziikséges (az adott mintara
vonatkozo nehézségmutatd P = 67,1%; n=459), hogy a papagdj élettelen (miipapagij is)
lehetett. A gondolat rossz iranya kotédésérdl (fixation) részletesebben (Dominowski,
1981; Dominowski és Dallob, 1995; Horvath, 1986; Weisberg és Alba, 1981). Végiil
fontosnak érezziik felhivni a figyelmet arra, hogy a hamis iranyu kétédést Horvath a
., hat gyufaszal problémd ”-val szemlélteti (256. 0.).

A probateszteket ,bemértiik”, majd elhagytuk azokat az itemeket, amelyekre nem
vagy alig sziiletett helyes megoldas. Mivel a kapott adatok szerint a ,hat gyufaszal
probléma” a kozépiskola 9. és 10. évfolyaman is nehéznek bizonyult (P =5,1%;
n = 217), ugy hataroztunk, hogy az altalanos iskolai tanulok szamara nem alkalmazzuk.
Megtartottuk viszont a nehezebb feladatokat, hogy a kivalokat is kivalaszthassuk a tesz-
telni szandékozott tanulok teljes korébol. A probamérések adatainak felhasznalasaval,
azonkiviil a feladatok strukturalis elemzésével torekedtiink arra, hogy az alkalmazott két
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tesztvaltozat (4 és B valtozat) nehézsége kozelitleg azonos legyen. A tesztfejlesztés so-
ran a megkonstrualt feladatoknal igyekeztiink a valaszok ismeretében olyan fogalmazas-
beli modositasokat elvégezni, hogy lehetbleg az elvart valasztol eltérd valaszalternativa-
kat kizarjuk. A két valtozat mindegyike tizenegy feladatot tartalmaz.

A tesztlapok megoldasara 43 perc tiszta munkaidé allt rendelkezésre. A tanuloktol
azt vartuk, hogy a kijeldlt idén belill a lehetd legtobb feladatot oldjak meg. A valaszok
kvantitativ értékelésénél csak két kategoriat hasznaltunk: helyes (1 pont) vagy nem he-
lyes (0 pont). Helyes valasz kritériumaként az elvdrt megoldasokat tekintettiik. A hiany-
z6 valaszok pontértéke 0.

Az adatfelvétel

A vizsgalatot Bacs-Kiskun megyében, Csongrad megyében, valamint Somogy me-
gyében végeztik 1998 marciusaban. A JATE Pedagogiai Tanszéke, személy szerint
Vidéakovich Tibor inditotta el, szervezte és iranyitotta a mérést. A felmérésben 16 alta-
lanos iskola vett részt (5. osztaly: 346 f6; 7. osztaly: 480 f6) (/. tabldzat). Az adatfel-
dolgozasbol kihagytuk a részvételt visszautasito (a javitdo szaktanarok kritikus elemzé-
sében a mérést komolytalanul fogadd) tanuldkat. Az osztalyonként csoportositott mintat
felosztottuk a tesztlapvaltozatok alapjan: (1) 5. osztaly: A valtozat: 211 6 (25,54%), B
valtozat: 135 16 (16,34%); (2) 7. osztaly: 4 valtozat: 248 £6 (30,02%) B valtozat: 232 {6
(28,09%). A 2. tablazat 6sszegzi a populacio 1997/98-as tanév félévi matematika ered-
ményei.

A kozremiikodo pedagdgusok mérési utmutatokban ismerhették meg a vizsgalat al-
talanos céljait, a lebonyolitas részleteit. Kértiik 6ket, hogy mindenben a tajékoztatok sze-
rint jarjanak el, tovabba a tesztek megiratasa eltt — az osztalyt tanitd szaktanarokkal
egyeztetve — gondoskodjanak a tanulok megfelelé motivalasardl. A tanuldk a feladatla-
pokat tanodrai foglalkozasok keretében tanarok feliigyelete mellett toltotték ki.

1. tablazat. A minta megoszlasa (n = 826)

Itali Oszidlvok szdma Tanulok szama Létszam
. A t[,l anos szlaiyok sz (aranyuk) (aranyuk)
iskolak szama
5. 0. 7. 0. 5. 0. 7. 0.
Bacs-Kiskun 7 10 11 138 198 336
megye (16,71%) | (23,97%) (40,68%)
Csongrad 5 9 10 117 149 266
megye (14,16%) | (18,04%) (32,20%)
Somogy 4 7 7 91 133 224
megye 11,02%) | (16,10%) (27,12%)
Osszesen 16 26 28 346 480 826
(41,89%) | (58,11%) (100%)
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2. tablazat. A tanulok szazalékos megosziasa az 1997/98-as tanév félévi matematika je-
gye szerint (n = 826)

OSSZE- 5. osztaly 7. osztaly
Félévi SEN " - " " , .
Jjegy (826 £6) Osszesen | A valtozat | B valtozat | Osszesen | A valtozat | B valtozat
0 (346 6) (211 6) (135 6) (480 0) (248 10) (232 1)
Jeles 14,77 7,26 4,24 3,03 7,51 3,27 4,24
J6 29,54 14,53 8,84 5,69 15,01 6,78 8,23
Kozepes 24,46 9,56 5,81 3,75 14,89 7,75 7,14
Elégséges 21,19 8,23 4,96 3,27 12,95 6,78 6,17
Elégtelen 3,03 0,73 0,61 0,12 2,30 1,82 0,48
Nincs adat 7,02 1,57 1,09 0,48 5,45 3,63 1,82
Eredmények

Ha feltételezziik, hogy tesztlink minden feladata hozzavetdlegesen ugyanazt méri, mint a
teszt egésze, akkor elvarhatjuk, hogy a feladatok megoldasai a teszt dsszpontszamaval
korrelaljanak. Az 5. osztalyos, a 7. osztalyos, valamint az 5. és 7. osztalyos mintadkon
valtozatonként megvizsgalva a szamba vehetd 66 korrelacios egyiitthatot, minden eset-
ben szignifikans eredmény adodott: egy koziilikk a p = 0,01 valdszinliségi szinten szigni-
fikans, a tobbi szamitott értékre nézve p < 0,001.

A részmintak matematikai teljesitményeit €s a tesztfeladatok megoldasaban elért at-
lageredményeket a 3. tablazat mutatja. A tablazatban szerepelnek a tesztek belsé kon-
zisztencidjanak jellemzésére szolgalo reliabilitasmutatok is. Talan nem felesleges arra
utalni, hogy a reliabilitas a tesztnek és a figyelembe vett populacionak egyiittes jellem-
z0je.

Tesztvaltozatonként kiilon szamolva kétmintas f-probaval vizsgaltuk az 5. és a 7.
osztalyos tanulok félévi matematika osztalyzataiban talalhato kiilonbséget. Csak az 4
valtozat részmintdjan kaptunk szignifikans eredményt (p < 0,01), igy megallapithatjuk,
hogy ebben az dsszemérésben a két korosztaly 1ényegesen kiilonb6z6 teljesitményt mu-
tat.

Az évfolyamok tesztpontszamainak Osszehasonlitasakor a variancidk eltérésére az
F-proba erésen szignifikans értéket adott (mindegyik tesztlapra vonatkozéan p <0,01),
ezért a kétmintas 7-proba egyik esetben sem alkalmazhatd. A megfelel6 nemparaméteres
eljarast, a Mann—Whitney-probat valasztottuk. Példankban a kiilonbségek szignifikansak
a p=0,001 szinten is, azaz a két korcsoport teszteredményeiben lényeges az eltérés.
Mindent egybevetve a tesztlapvaltozatok megoldasi szintje a hetedikes mintan jelentésen
magasabb, ugyanakkor az 4 valtozatot megoldo 6tddik osztalyos tanuldk szignifikansan
jobban teljesitettek matematikabol.
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3. tablazat. Az alapadatok jellemzdi és a reliabilitasmutatok

5. osztaly 7. osztaly 5. és 7. osztaly

A valtozat | B valtozat | A valtozat | B valtozat | A4 valtozat | B valtozat

A matematika

osztalyzatok 3,46 3,52 3,11 3,36 3,28 3,42
atlaga

. 1,07 1,05 1,13 1,07 1,12 1,06
~ szorasa

(0=202) | (@=131) | @=218) | (=217) | (n=420) | (n=348)

A tesztpont ér-

tékek atlaga 2,14 1,56 3,38 3,34 2,81 2,68

1,93 1,93 2,37 2,67 2,26 2,57

~ szbrasa (n=211) (n=135) (n=248) (n=232) (n=459) (n=367)

Cronbach-féle
alfa koeffici- 0,7238 0,7354 0,7423 0,7627 0,7541 0,7822
ensek

Az 5., 7., valamint 5. és 7. osztalyos mintakon a két tesztvaltozat itemjei és a mate-
matika teljesitmény kozott 6sszesen 66 korrelacios egyiitthatd szamithato ki (4. tablazat).
Koézilik 61 szignifikas (p <0,05). Ezen beliil 53 esetben p < 0,01, st 44 kapcsolatra
vonatkozoan a p < 0,001 is fennall. Fontos, hogy a harom tanuldcsoportban a tesztvalto-
zatok Osszpontszama (T) és a matematika jegy (M) kozotti kapcsolatokat igen erds
szignifikanciaval (p < 0,001) ki tudjuk mondani (5. tablazat).

Mivel 0-val és 1-gyel pontoztunk, a teszt dsszpontszama a jol megoldott feladatok
szamaval egyenld. Ezt a pontszamot viszonyithatjuk az adott valaszok teljes szamahoz.
Gyakorlatilag ez nem mas, mint a j6 megoldasok szama osztva a megvdlaszolt feladatok
szamaval. A hanyados (H) eszerint 0 és 1 k6z¢é esé szam. Magas értéke azt jelenti, hogy
a tanulo vdlaszai tébbnyire helyesek. Mind a harom mintan (5., 7., 5. és 7. 0.) azt talal-
tuk, hogy ez a H mutato (4, B valtozat) és a matematika osztalyzat (M) pozitiv korrelaci-
oban vannak (p < 0,001) (5. tablazat).

Befejezésiil megjegyezziik, hogy esetiinkben a viszonylag alacsony korrelaciok je-
lentéségét abban latjuk, hogy az egyiitthatok 0-t6l tényleg eltérnek, azaz a valtozok ko-
z6tt fennalld kapcesolatokra utalnak (Hajtman, 1971. 258. 0.). Az 6sszefliiggések hianya
azt jelentené, hogy a fejlettebb gondolkodasi képességekkel rendelkezd tanulok nem
kapnak jobb jegyeket matematikabol, mint a gyengébb képességii tarsaik.

148



A gondolkodas flexibilitasa és a matematikai teljesitmény

4. tablazat. A tesztvaltozatok itemjei és a matematika teljesitmény kozti korreldcios
egyiitthatok csoportositasa a szignifikancia kimondhatosaga alapjan

(N = 66)
Ossze 5. osztaly 7. osztaly 5. és 7. osztaly
Z -
sen A valtozat | B valtozat | 4 valtozat | B valtozat | A valtozat | B valtozat
(n=211) (n=135) (n=248) (n=232) (n=459) (n=367)

Nem szig-
nifikans 9 2 4 1 1 1 0
(p>0,05)
Szignifi-
kans a
»=0,05 57 9 7 10 10 10 11
szinten
Szignifi-
kans a
p=001 52 6 6 10 10 10 10
szinten
Szignifi-
kans a
»=0,001 39 4 4 6 9 8 8
szinten

5. tablazat. A tesztvaltozatok osszpontszama (T), a H mutato és a matematika teljesit-
mény (M) kozti korrelacios egyiitthatok (p < 0,001)

5. osztaly 7. osztaly 5. és 7. osztaly
A valtozat B valtozat A valtozat B valtozat A valtozat B valtozat
(n=202) (n=131) (n=218) (n=217) (n=420) (n=348)
Iy 0,4290 0,5227 0,4885 0,5471 0,3962 0,4722
Trn 0,3817 0,5291 0,4732 0,5414 0,3724 0,4756

Az eredmények értelmezése

El6szor a teszteken elérhetd eredmények megbizhatdsagat vizsgaljuk meg. Kérdés, mi-
lyen f6bb tényezdk jatszanak szerepet a reliabilitasmutatok nagysagaban.

Kozéppontba keriil, hogy a feladatok megkivanjak a ,,masként” értelmezést. Ezzel
kapcsolatban Weisberg (1995. 183. 0.) is felfigyelt a sz6- és szolashasznalati botlasokra.
Mi tobb: a feltételek leirdsa szinte sosem teljes, s gondolkodasunk menetét meghataroz-
zak a tartalmi tényezdk (Horvdth, 1986. 256. o0.). Néha persze egészen ,képtelen” értel-
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mezések adodhatnak. Minél tobb feladatnal, minél tobb tanulonal fordul eld a félreértés,
annal alacsonyabb a reliabilitas.

A masik hibaforras a teszt nehézsége (3. tablazat). Ha a feladatmegoldok telje-
sitménye kiegyenlitett, a teszt kevésbé megbizhatoan tudja a tanulokat egymastol elkiilo-
niteni. Nem art megemliteni, hogy 718 {6 (86,92%, n = 826) tesztpontértéke maximum
5 pont. Osszesen 635 16 (76,88%, n = 826) ért el 5 pont alatti értéket. Amikor a teszt ne-
héz, varhaté még, hogy a tanulok a legtobb feladat esetében talalgatnak.

Ismeretes, hogy a véletlen hibak jobban kiegyenlithetik egymast, ha a tesztet ujabb —
egyébként a meglévokhoz hasonld — itemek hozzaadasaval meghosszabbitjuk (Horvath,
1993, 1997). (Egy bizonyos reliabilitasszint f6l6tt mar nincs értelme e célbol tovabb
hosszabbitani a tesztet.) A 11 itemes tesztek szerkesztésekor igyekeztiink tekintettel len-
ni a gyakorlatias szempontokra (iddigény, elfaradas stb.). Igaz, hogy a két korosztaly
felméréseit azonos (4—B) tesztparral végeztik.

Végiil nem mehetiink el sz6 nélkiil amellett, hogy a reliabilitas érzékeny a megiratas
folyamataban fellépd szokatlan, varatlan ingerekre. Az altalanos iskolai tanulok szamara
szamottevok lehetnek az ,,aprobb” hatasok. Példaul, amikor valaki leejt valamit, néhany
tanulo elveszitheti a gondolatmenetet. Ez elvezet ahhoz, hogy a teljesitmény fiigg pszi-
chikus tényezoktol (motivaltsag, kitartas stb.).

A felsorolt hibaforrasok mind szamitasba johetnek. Természetesen egyetlen reliabili-
tasi mutatobol nem lehet megallapitani, hogy a hiba mibdl szarmazik és milyen aranyban
az egyik, illetve a masik forrasbol (Nagy, 1975).

Elemezhetjiik a tesztfeladatok josagat is. Egy item talan legfontosabb josagmutatoja
az elkiilonitésmutato, az itempontértéknek a tesztpontértékkel valo korrelacioja. Azt mu-
tatja, hogy az itemre adott helyes vagy helytelen valasz mennyire kiilonbozteti meg az
alacsony tesztpontértékii tanulokat a magas tesztpontértékli tanuloktol. Feladataink ebbdl
a szempontbol megfeleldk.

A kovetkezOkben a kiilsé kapcsolatok felvazolasaval zarjuk az empirikus vizsgalat
eredményeinek elemzését. Adataink szerint az egyes tesztvaltozatokon nyujtott teljesit-
mény Osszefligg a matematika érdemjeggyel. Ez ugyantigy érvényes a feladatokra, a 66
ilyen jellegii korrelacios egyiitthato koziil 61 szignifikans (p < 0,05).

A jelenséget magyarazhatjuk azzal, hogy a struktiradk felismerése €s kiaknazasa a
problémakban erdsiti rugalmassagot, és noveli a hatékonysidgot a matematikaban
(Dreyfus és Eisenberg, 1998). A struktira elarulja, mit tudunk és mit tehetiink. Ha a kez-
deti kodolas nem aktivizalja a relevans ismereteket, akkor a probléma wjraértékelése,
mas megkozelitése segithet. Altalaban elmondhaté, hogy a sejtés, a megoldasi lehetdség
meglatasa utan a cél felé vezetd utat még ki kell dolgozni.

Példaul szoveges matematikai problémakkal talalkozva néhanyan elsé [épésként
szamokat ragadnak ki a torténetbdl, és a problémabeli kulcskifejezések alapjan aritmeti-
kai miveleteket hajtanak végre (direkt vagy kozvetlen transzlacios stratégia). Ebben a
felszines heurisztikus megkozelitésben a szamolasok (egy szamszerii valasz megadasa)
keriilnek el6térbe. Ezzel szemben az ugynevezett problémamodellezd stratégia a prob-
lémaszituacio kvalitativ megértésének kialakitasabol all. A megoldonak reprezentalnia
kell a kijelentések tartalmat, majd 6ssze kell kapcsolnia azt a probléma-reprezentacio to-
vabbi informacioival (Mayer, 1998; lasd még Greeno, 1987).
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Ahogy arra korabban hivatkoztunk, az informaciofeldolgozé elméletekben gyakori
probléma-reprezentdacio (problem representation) kifejezés hasonlo az alaklélektani in-
terpretacio kifejezés értelméhez. Elnagyoltan a probléma belsd interpretalasat jelenti;
bar ezekben az esetekben a probléma reprezentacidja inkabb statikus, amig az alaklé-
lektan képviseldinek terminologidjaban a probléma interpretdaldsa magaban rejt dinami-
kus valtozasokat, strukturalis erdket (értsd a reprezentaciod valtozasai keriilnek el6térbe)
(Dominowski és Dallob, 1995). A reprezentacios képességek hatékonyabb tanitasaval —
példaul a matematikai szoveges feladatoknal — megndhet az analog tramszfer valo-
szinlisége (Novick, 1992). Ha ugyanazt a struktirat felismerjiik kiilonb6z6 szituacidkban,
analogikusan oldhatunk meg problémakat (Keane, 1988; Dreyfus és Eisenberg, 1998).

Erdemes némi figyelmet forditani a problémamegoldas dinamikus és ciklikus vizs-
galodo jellegére (Graeber, 1994). Mint tudjuk, a problémamegoldd tevékenységben a
vezérld, szabalyozo (control) folyamatok kozponti szerepet jatszanak. Ezek magukban
foglaljak a célok (alcélok) megvalasztasat, a tervek készitését, a fejlodé megoldasok ér-
tékelését és ellendrzését (monitoring), illetve amikor sziikséges, a megoldasok modosita-
sat, illetve elhagyasat (Schoenfeld, 1985). A pszichologiai irodalomban a rokon jelensé-
gek leirasara a metakognicio terminus a konvencionalis kifejezés. A fogalomrol részlete-
sebben tajékoztat Nelson (1992). Mindennek kiemelése annal is inkabb fontos, mert a
problémamegoldo tevékenységben a lehetdségek keresése hamis iranyban rogziilhet. Ha
a megoldo felismeri, hogy pillanatnyi elképzelése hibas, s képes a probléma mas megko-
zelitésére, a siker valosziniisége megnd.

E megfontolasok alapjan értelmezhetd az is, hogy vizsgalatunkban a jobb matematika
osztalyzata tanulok a tesztfeladatokra jobbara helyesen valaszoltak (gondoljunk a H mu-
tatora). Vagyis jellemzd lehet a megoldasi javaslatok igazsaganak megfeleld ellenérzése
(verifikacio). Sajnos a matematikadrakon ez az a ,,1épés”, amit a tanulok oly szivesen el-
hagynak: a megoldas vizsgalata, az eredmény ellendérzése. Mas kérdés, hogy ez kiilonbo-
70 feladattipusok esetén mit jelent. Gondoljunk csak a szamitasok helyességének az el-
lenérzésére, illetdleg egy geometriai szerkesztés befejezéseként annak eldontésére, hogy
a kapott alakzat megfelel-e a feltételeknek. Sokszor azonban tobbrél van szo. Talan
fontosabb lenne a tanuldkat arra nevelni, hogy azt nézzék: hol tartanak, meddig jutottak
el a megoldasban, és mi van még hatra. A kontroll a problémamegoldd tevékenységnek
nem utolsé szakasza, hanem allandé kisérdje.

A teljes képhez hozzatartozik, hogy konnyebb egy probléma megoldasa, ha tobb re-
levans informacioval rendelkeziink. A matematikatanitas talan egyik legsulyosabb
problémaja az eléismereti hianyossagok kezelése. Ide tartozik az is, hogy kiilonbség te-
het6 a megértend6 dolgok és a kifejezetten megtanulandéd dolgok kozott. Ha valaki nem
tudja, mit neveziink a trapéz kézépvonalanak, akkor hogyan tudna kiszamitani annak
hosszat az oldalak ismeretében. Alapvetd kell, hogy legyen a preciz, szabatos, de
szintspecifikus szohasznalat, mert a matematikai igényesség kialakitasa mellett a defini-
cidkban, tételekben — ennélfogva a bizonyitasokban, érvelésekben — szereplé 1ényeges
elemek csak igy kaphatnak kell6 hangsulyt ahhoz, hogy rogzitésiik a tovabbi tanulma-
nyok alapjat képezhesse.

El6fordulhat még azoknal is, akik eredményesen tanuljak a matematikat, hogy hiany-
zas, figyelmetlenség vagy egyéb okok miatt bizonyos fogalmak nem alakulnak ki a kiva-
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natos szinten. Késobb minden egyes fogalom kiilon eréproba, amelyeknek a megértése
ezektdl a fogalmaktol fliigg. A matematikaban mar a legkisebb hézag végzetes lehet: a
hiany hianyokat sziilve vezethet a teljes csédig. Emlitsiik meg, hogy az ismeretszerzési
folyamat soran a tanulé gondolkodasaban egyéni magyarazoelvek (belief systems) alap-
jan felépiild tudas egyre nagyobb eltérést mutathat a helyes matematikai tartalmaktol,
gondolatmenetektdl (Schoenfeld, 1985; Majoros, 1992). Tematikus szempontbol tehat
nem meglepd, hogy a tanari osztalyzatok szerinti sorrendben masodik helyen all6 hetedi-
kes tanulok a tesztek megoldasaban magasabb teljesitményt nyutjtottak, mint az &todi-
kesek.

Osszegzés

Miképpen lehet a tanulok matematikai problémamegoldd tevékenységét erdteljesebbé és
hatékonyabba tenni? Hogyan értékeljiik a teljesitményeket? Hiszen a vizsgak, a pedago-
gusok kovetelményei befolyasoljak a felkészitést, a felkésziilést.

A flexibilitas kdzponti szerepet jatszik a fogalomalakitasi folyamatok és a prob-
lémamegoldd tevékenységek Osszes aspektusaban, amelyek jellegzetesek a matematikai
gondolkodasban (Dreyfiis és Eisenberg, 1998). Vizsgalatunk meger6siti, hogy a tanuloi
teljesitmények (osztalyzatok) hatterében bizonyos altalanos képességek kiilonithetok el.
A jobb tanulok azért tudtak megoldani a teszt feladatait — mondhatjuk —, mert altalaban
jol oldanak meg matematikai feladatokat, a problémakrol szélesebb vagy mas reprezen-
taciot képesek kialakitani, igy beszélhetlink a problémak megfeleld reprezentalasarol
(megértésérodl), s metakogniciojuk is valdsziniileg fejlettebb.

Am bizonytalansig szdrmazhat a teljesitmény értékelésével, az osztalyozassal kap-
csolatos (régtdl fogva ismert) hibakbol. Csaknem minden értékeld tevékenységben meg-
mutatkozik a tanar szubjektiv értékitélete. Ugyanakkor gyakran nem kis nyomas neheze-
dik a tanarokra, hogy jo jegyeket adjanak. Az osztalyzatoknak tudvalévé ,helyi értéke”
van. Egy vizsgalat eredményei szerint a kozépiskolaban a kevésbé jo képességli tanulok
is kaphatnak jo jegyeket, és a jo gondolkodasi képességliek sem mindig jo tanulok (Csa-
po, 1998).

Ma az iskolak produktumorientaltak: mindsitéseinkben (osztalyzatainkban) a jol
megoldott feladatelemek aranyara, az elért pontszamokra hivatkozunk. Valgjaban a ,,si-
ker” érdekében egy okos, ugyanakkor szorgalmas tanulé az elemi matematika annyi elja-
rasat betanulhatja, vagyis latszdlag a tanulas megértésen alapul. A kiilonbségre akkor
deriil fény, amikor a tananyag — lehet, hogy hosszu tdvon — oly bonyolultta valik a sza-
mara, hogy mechanikus cselekvéssel mar nem tud boldogulni.

Hangsulyozzuk, a problémamegoldo tevékenységnek feltétele, hogy hasznalhato is-
mereteket, tapasztalatokat, tovabba gondolkodasi és cselekvési sémakat birtokoljunk
(Schoenfeld, 1985; Owen és Sweller, 1989; Lawson, 1990; Sweller, 1990). Sziikség van a
képletek, a definicidk, a tételek, s az tigynevezett rutinfeladatok ismeretére. Mégis félre-
vezethet tanuldsuk kizardlagossaga. Teljesen nyilvanvald, hogy a probléma azért problé-
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ma, mert az éppen rendelkezésre allo ismeret nem elegendd a problémahelyzet megolda-
sahoz.

Ilyen koriilmények kozott sziikség van olyféle érvényes, egyben megbizhato tesztek-
re, feladatlapokra, amelyek a tanitasi-tanulasi folyamatban a szaktanarokat, az iskola k/i-
enseit valamilyen paraméterekkel a kiilonb6zo képességek fejlettségi szintjére is engedik
kovetkeztetni. A képesség-jellegli tudas mérésére alkalmas feladatokrol példaul (Csapo,
1993) tanulmanyaban olvashatunk.

Ugy véljiikk, hogy matematikatanitasunkban el6relépés véarhatd, ha a produktum-
orientaltsag mellett teret nyer a folyamatorientaltsag: gyakrabban és mélyrehatéan bon-
colgatjuk, hogyan és miért igy gondolkodott a tanulé a feladatmegoldas folyaman, aho-
gyan. Az osztalyzattal helyettesitett értékelés sztatikus, szimplifikal, mi tobb, torzithat.
Marpedig a tanuloi képességek fejlesztésekor felmeriil a fejlodés regisztralasanak az igé-
nye. Lehetséges, valamint idvos lenne, ha értékelésiink kiterjedne tobbek kdzott a tanu-
lasi és problémamegoldo stratégidkra, a metakogniciora, akar az affektiv tényezdkre is
(lasd példaul Wittrock és Baker, 1991). A fordulathoz szamitasba johet a gyakorld peda-
gogusok szemléletformalasa.
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ABSTRACT

JOZSEF KONTRA: FLEXIBILITY IN THINKING AND
MATHEMATICAL ACHIEVEMENT

The main purpose of this study is to report the attempts made to identify components
involved in mathematical grades. With its focus on solutions rather than on strategies or
processes, the current assessment procedure (grading) provides inadequate information about
performance and if used reflects a fragmented view of mathematics rather than a view of
knowledge as an integrated whole. What makes students differ in their performance in
mathematics problems? In solving mathematical problems there are situations in which
students do not already know what to do. They decide to abandon one approach and start
another. To be efficient, the problem solvers need skills in how to manage the resources at
their disposal. Specifically, the use of the term flexibility is addressed here. In our puzzle-
problem approach to flexibility subjects were tested with challenging problems that do not
lend themselves to obvious solutions. The introduction of this paper considers what a focus
on insight offers us with respect to selecting new problems typified by the ,,six mathsticks
problem” alleged to measure flexible thinking. Thus, for the tests several problems were
collected from the literature on insight using a taxonomy (proposed by Weisberg, 1995). The
other problems were constructed by a three-step procedure (see Gick & Lockhart, 1995). The
research was carried out in 16 schools. Altogether 826 students were tested. The 5" grade
sample consisted of 346 students and the 7™ grade sample contained 480 students. It was
found that students who had better grades were more likely to solve the testproblems
correctly. Of course, any mathematical performance is built on a foundatian of basic
mathematical knowledge. Within this context, we develop implications for measuring
comprehension, learning strategies, and metacognitive processes. Taken together, these
recommendations move us toward a broader concept of assessment.
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